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Résumé

Dans ce rapport, nous présentons un modele mathématique décrivant 1’évolution d’un microcosme
algues-daphnies au cours du temps, dans un cadre écotoxicologique. Nous détaillons dans un
premier temps les étapes de la construction du modele, constitué d’équations différentielles
ordinaires, puis nous effectuons une analyse de sensibilité globale basée sur les indices de
Sobol, dont nous nous servons pour fixer certains parametres du modele. Enfin, nous abordons
différentes techniques d’estimation des parametres. Apres avoir montré l'insuffisance d’une
approche déterministe par des méthodes de type “descente de gradient”, nous effectuons une
inférence bayésienne grace a deux méthodes de Monte Carlo : I’algorithme de Metropolis-Hastings,

ainsi qu’un algorithme plus efficace basé sur le filtrage particulaire.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Les enjeux de la modélisation des écosystéemes

La préservation des écosystemes est devenue un enjeu majeur, notamment a cause de leur lien
étroit avec la disponibilité de certaines ressources indispensables & la survie de 'humanité, ne
serait-ce que 1’eau potable. Leur fragilité intrinseque et l'irréversibilité de certaines perturbations
incitent I’Homme a vouloir mesurer I'impact qu’il exerce dessus. Mais pour cela, il est nécessaire
de mieux comprendre leur fonctionnement.

Bien siir, comme c’est le cas avec tout ce que 'on trouve dans la nature, on est incapable
d’avoir une compréhension totale d’'un écosysteme, du fait de la complexité des processus qui le
caractérisent. En revanche, on peut tenter de le décrire par un modele qui soit relativement proche
de la réalité, c’est-a-dire en se placant a une échelle de précision adaptée a la problématique
posée.

Or, les mathématiques ont depuis longtemps montré leur force lorsqu’il s’agit de modéliser
des phénomenes biologiques (Fibonacci, XIII®™ siecle). Au fil du temps, la biologie a connu
pour cette science un intérét croissant, décuplé avec 'apparition de 'informatique. A présent, la
modélisation mathématique apparait comme un outil essentiel pour décrire et comprendre le

fonctionnement des écosysteémes.

1.2 Le cadre écotoxicologique

Ce stage s’inscrit dans une problématique d’écotoxicologie : on s’intéresse aux effets d’une
pression chimique sur un écosysteme. Plus précisément, on cherche ici & savoir comment se

comporte un écosysteme aquatique continental lorsqu’il est soumis a une substance toxique.



On peut baser ce type d’étude sur ’expérimentation, en considérant une version simplifiée de
I’écosysteme, appelée mésocosme ou microcosme selon le nombre d’especes : on réalise alors des
expériences sur un mésocosme/microcosme schématique qu’on appelle systéme (cf. partie 1.3),
en mesurant des quantités qui caractérisent I’état de ce systéme a différents instants.
Dans le cas d’'un écosysteme aquatique continental, un microcosme adapté a l’expérimentation
(fig. 1) a été mis au point par Clément et al. [1]. Il est composé de cing especes :
— Pseudokirchneriella subcapitata : algue unicellulaire microscopique (taille < 6um), souvent
utilisée en écotoxicologie car facilement cultivable en laboratoire ;
— Lemmna minor : lentille d’eau se développant a la surface de la colonne d’eau;
— Daphnia magna : crustacé zooplanctonique (taille ~ 5mm) qui consomme les algues par
broutage et se déplace grace a ses grandes antennes plumeuses ;
— Chironomus riparius : insecte diptere dont la larve aquatique, de couleur rouge, est
communément appelée “ver du pécheur” ;
— Hyalella azteca : crustacé épibenthique, i.e. qui évolue a la fois dans le sédiment et la

colonne d’eau.
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FIGURE 1 — Schéma du microcosme complet (Image : B. Clément)

Bien que simpliste comparé a un écosystéme réel, ce microcosme constitue déja un systeme
complexe avec plusieurs interactions : on a notamment les relations trophiques, i.e. relatives a

lalimentation des différentes especes (fleches rouges et vertes sur la figure 1).



On pourrait tenter de modéliser d’emblée ce microcosme en entier, mais dans un premier
temps il est plus simple de décrire les interactions séparément. Ainsi, dans ce stage nous
avons considéré un microcosme plus petit, constitué seulement de deux especes parmi celles
du microcosme complet : la daphnie Daphnia magna (fig. 2a) et lalgue Pseudokirchneriella
subcapitata (fig. 2b). Nous avons pris en compte les relations trophiques suivantes : les daphnies
se nourrissent d’algues, et les algues absorbent les nutriments contenus dans 1’eau. Enfin, on se

limite a I’étude de ce microcosme algues-daphnies sans contaminant.

(a) Daphnia magna (b) Pseudokirchneriella subcapitata

FIGURE 2 — Les deux espéces composant le microcosme étudié

1.3 Précisions sur le vocabulaire employé

Certains mots sont utilisés dans tant de domaines que leur sens devient flou : c’est le cas du

mot systeme. Il convient de préciser le sens de certains mots dans ce rapport :

— microcosme algues-daphnies : les deux especes et leurs interactions, lorsqu’on les

considére de maniere générale (& voir comme une partie de la figure 1).

— systéme algues-daphnies : microcosme schématique dans les conditions précises d’ex-
périmentation et sous certaines hypotheses (cf. section 2.1). Dans la suite, on parlera

également du sous-systeme “sans daphnies”.

— modele : équations différentielles décrivant ’évolution du systeme algues-daphnies au
cours du temps. Dans un contexte mathématique, on parlera de systeme d’équations

différentielles.

10



Chapitre 2

Construction du modéele

mathématique

2.1 Caractéristiques du systeme algues-daphnies

L’étude du microcosme algues-daphnies est basée sur I’expérimentation, et pour cela on
construit d’abord un microcosme schématique appelé systéme algues-daphnies. On utilise un
bécher de 2L qui contient de ’eau (avec des nutriments propices au développement des algues)
ainsi qu'un sédiment sableux. A l'instant ¢ = 0, on introduit une quantité fixée d’algues
(NY = 4 x 107) et de daphnies (D = 10), et le milieu est remué de fagon & homogénéiser la
concentration en algues. Le systéme algues-daphnies évolue ensuite (¢t > 0) selon différentes

hypotheses :
— la population d’algues croit suivant le modeéle logistique (cf. p. 15);

— les daphnies consomment les algues avec un taux qui dépend a la fois de leur age et de la

concentration locale en algues;

apres 'homogénéisation initiale, I’eau n’est plus remuée et les algues tombent au fond

avec une certaine vitesse (non constante) ;

— le nombre de daphnies est supposé constant, les jeunes étant retirés régulierement pour

une raison pratique (éviter la surpopulation des daphnies).

Le but est de construire un modeéle mathématique décrivant ce systéme algues-daphnies, de
maniére a mieux comprendre son évolution, voire la prédire. Les mesures de ’état du systeme a

différents instants, constituant les données, permettront de confronter le modele a la réalité.

11



2.2 Données expérimentales

Les données proviennent d’expériences réalisées a 'ENTPE par Bernard Clément et ses
stagiaires [2, 3, 4]. On utilise les résultats témoins (i.e. sans cadmium) de trois essais, chaque essai
comprenant en fait deux expériences : une sur le systéme algues-daphnies, et une sur le systeme
sans daphnies, contenant seulement les algues (pour plus de détails sur les caractéristiques des
trois essais, on renvoie a [4]). On dispose pour chaque expérience des mesures de deux quantités :
le nombre d’algues en suspension dans la colonne d’eau, noté Ny, et le nombre d’algues qui se
sont déposées sur le sédiment, dites sédimentées, noté Ns.

Ces quantités ont été mesurées a différents instants entre 0 et 21 jours, et sont représentées
graphiquement sur la figure 3. Les figures a gauche représentent N7 sur 21 jours, sans daphnies
(en haut) et avec daphnies (en bas). De méme, les figures a droite représentent le nombre d’algues
sédimentées No, sans et avec daphnies. Il convient de noter les différences d’échelle, dues au
fait que les daphnies consomment une grande partie des algues. On remarquera également les
variations et le nombre des instants de mesure, dont il faudra tenir compte lors de 1'utilisation

des données.

N1 sans daphnies N2, sans daphnies
1.6e+097 4.0e+09 7
1.4e+09-+ + +essail + 3.5e+09-| T +essail T
q essai 2 + essai 2
1.2e+09-|t + T essai3 3.0e+09- T *+ + essai3
1 + + o+ +
T 1.0e+097] 3 2.5e+097]
€ f + + £
T 8.0e+087] + + T 2.0e+09 7
S | s} +
o + + o
Z 6.0e+08 + 1 Z 1.5e+097
g +
+
4.0e+08 1.0e+097
i +
2.0e+08 7 5.0e+087]
1+t
0.0e+00 T T T T 0.0e+00 T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
temps (jours) temps (jours)
N1, avec daphnies N2, avec daphnies
2.0e+08 7 3.0e+097
1.8e+087)+ 4 -+ essail + + +essail
i 2.5e+09 7 i
1.6e+08 essai 2 essai 2
1+ + +essai3 + + + +essai3
R '+ 7
_ Laer087 _ 2.0e+09 | .
= - - -+
T 12e+087 P + R £
3 1.0e+087] . 3 1.5e+097 n
= 1 + + N
=} 8.0e+07 7 1 . + g i
6.0e+07 1 -+ 1.0e+09
] + -
+07
4.0e+077] 5.0e+087
2.0e+07 7
0.0e+00 T T T T 0.0e+00 T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
temps (jours) temps (jours)

F1GURE 3 — Représentation graphique des données sur le systéme algues-daphnies
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2.3 Simplifications en vue de la modélisation

Pour garder une cohérence avec les données, on distingue seulement deux catégories d’algues
comme dans la section 2.2. On simplifie donc le systéme algues-daphnies en considérant unique-
ment deux compartiments, comme l'indique la figure 4. Les quantités respectives d’algues en

suspension (compartiment 1) et sédimentées (compartiment 2) sont notées Ni(t) et Na(t).

S

Compartiment 1

(algues en suspension) H

_ 0 N1 (t) Hi(t)
Compartiment 2
(algues sédimentées)

Sédiment i\l

FIGURE 4 — Schéma du systeme algues-daphnies

On représente le bécher par un cylindre de section S. Le premier compartiment est de hauteur
variable Hi(t), et de volume Vi (t) = S x Hy(t). Le deuxiéme est de hauteur constante Hj, et
de volume constant V5 = S x Hs. En fait, Hy varie aussi (elle augmente avec le temps), mais
elle reste négligeable par rapport la hauteur totale Hy de la colonne d’eau. Quant a la taille
du premier compartiment, elle diminue car I’eau n’est pas remuée : occupant initialement un
volume V! = S x Hy, les algues ne peuvent que descendre puisque leur densité est plus grande
que celle de 'eau. Enfin, on néglige toute infiltration possible des algues dans le sédiment et on
consideére que le deuxiéme compartiment est immobile (il ne s’enfonce pas dans le sédiment).
Les quantités introduites sont répertoriées dans le tableau 1.

Concernant les daphnies, on fait I’hypothese qu’elles se situent en permanence dans une zone
ou il y a des algues, c’est-a-dire dans les compartiments 1 et 2 : cette hypothese est vraisemblable
puisqu’il s’agit de leur seule source de nourriture. Dans la suite de I’étude, on ne considerera
plus que la réunion de ces deux compartiments (oubliant ainsi les parties “eau sans algues” et

“sédiment”), en gardant l'appellation systéme algues-daphnies.

13



Notation Quantité Unité

D nombre de daphnies daphnies
S section du cylindre cm?
Ni(t) nombre d’algues en suspension au temps ¢ cell
Ny(t)  nombre d’algues sédimentées au temps ¢ cell
NY nombre d’algues en suspension a t =0 cell
Hi(t)  hauteur du compartiment 1 au temps ¢ cm
Hs hauteur du compartiment 2 cm
Hj hauteur totale de la colonne d’eau (= H1(0)) cm
Vi(t) volume du compartiment 1 au temps ¢ mL
Vo volume du compartiment 2 mL
%% volume du compartiment 1 a ¢ =0 mL

TABLEAU 1 — Quantités intervenant dans le modele du systeme algues-daphnies

2.4 Ecriture des équations différentielles

On fait 'hypothese d’une croissance algale continue dans le temps, et on souhaite décrire
I’état du systéme comme une fonction continue du temps : on opte donc pour un modele basé sur
des équations différentielles. On pourrait songer a utiliser des équations aux dérivées partielles,
mais on les juge trop complexes dans le cas présent, par rapport au niveau de connaissance
physique du microcosme. De plus, comme les données ne concernent que deux classes d’algues,
un modele basé uniquement sur ces deux classes semble pertinent.

On va donc construire un systéme de deux équations différentielles ordinaires décrivant
I’évolution de N7 et No, en prenant le jour comme unité de temps. Pour cela, on va d’abord
s’intéresser séparément aux différents phénomenes impliqués. L’idée est de décrire chaque
phénomeéne indépendamment des autres sur un intervalle de temps dt supposé tres petit, de

manieére a pouvoir ensuite additionner les variations de N1 et Ny dues a chaque phénomene.

2.4.1 Systéme sans daphnies

Commencgons par le systeme le plus simple, a savoir les algues seules. Deux phénomenes
interviennent : la croissance de la population, que ’on décrira par un modéle logistique, et la

sédimentation, lors de laquelle une certaine quantité d’algues passe du compartiment 1 au 2.

14



Croissance logistique

Considérons une population de N(t) algues. On combine la reproduction et la mortalité des
algues en un taux de croissance intrinséque noté r (exprimé en jour?). De plus, on prend en
compte le phénomeéne de compétition intra-spécifique : la croissance des algues est limitée par la
quantité maximale d’algues pouvant vivre dans le milieu, appelée capacité limite K. On obtient
le modele logistique (cf. fig. 5), introduit par Pierre Frangois Verhulst vers 1840 [5] :

djzlft(t):rN(t) (1—]\;?5)),

et la variation de N sur un petit intervalle de temps dt s’écrit :

dN = N (1 _ g) dt. (2.1)

4.0e+097]
3.5e+097] - —
3.0e+097]
2.5e+09 7
2.0e+09

1.5e+097

N(t) (cell/ mL)

1.0e+097

5.0e+087

0.0e+00 T T T T T T T T T l
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (jours)

FIGURE 5 — Allure d'une solution de I’équation logistique (r = 0,6, K = 3,6 x 10, N(0) = 4x107)

On considere que les algues ont une croissance logistique dans les deux compartiments. On

écrit donc (2.1) pour chaque compartiment avec l'indice qui lui correspond :
_ _N
dN1 = T1N1 ( K1>dt

ANy = 7"2]\72( — %) dt.

Mais il reste un aspect a prendre en compte : la capacité limite dépend de la quantité de
nutriments disponibles, et donc du volume que les algues peuvent occuper. En effet, on consideére
que les nutriments contenus dans 1’eau diffusent tres peu et que les algues ne peuvent absorber
que les nutriments situés a leur hauteur. Or, le volume du compartiment 2 est supposé constant,
mais pas celui du compartiment 1. Il faut donc définir K1 comme une fonction de V;. On fait

I’hypothese que K est proportionnelle a V; :




ot KY = K1(0) est la capacité limite des algues en suspension lorsqu’elles occupent toute la

colonne d’eau. On obtient immédiatement :

Hi(t)S H(t
Ki(t) = KV ;I(Og, = K? H(O).

Prise en compte de la sédimentation

On s’intéresse maintenant au phénomene de sédimentation. On fait d’abord deux hypothéses

simplificatrices :

— a tout instant, les algues de chaque compartiment sont uniformément réparties ;

— la vitesse de sédimentation des algues en suspension est la méme partout.

Pour modéliser la sédimentation, on effectue un “bilan de quantité d’algues” par analogie a la

thermodynamique (cf. fig. 6). On se place a I'instant ¢t. Soit dNy le nombre d’algues transférées

du premier compartiment au deuxiéme pendant dt, on a :

ANy = Cy(t)dV

ou C1(t) est la concentration en algues du compartiment 1 au temps ¢ et dV le volume d’algues

en suspension qui sédimentent pendant dt. Avec les hypothéses que I'on vient de faire, on

obtient ! :

et par conséquent

dV = —H,/(t)Sdt
Ci(t) = fir\?(g)s
—Hj ()
Ny = N 1
W= MO T

-Hr @)t

FIGURE 6 — Schéma du processus de sédimentation : passage de t a ¢t + dt

1. 11 convient de noter le signe

w_»

, qui vient de la convention que l’on a pris : ici H1 est décroissante. Cette

convention peut paraitre étrange mais elle permet d’alléger 1’écriture par la suite.
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Enfin, sachant que les algues qui se déposent sur le sédiment sont exactement celles qui

sortent du compartiment 1, on a :

H; (1)
Hi ()

On obtient ainsi les équations différentielles du systéme sans daphnies :

dNy = —dNy = Ny (t)

Hl
N{(t) = mN (1) (1 248) + N (t) 7447

(Er)

NG (1) = ralNa (1) (1= 220) — Ny (1) 743,

2.4.2 Systeme avec daphnies

On va maintenant prendre en compte la présence des daphnies. La encore, deux phénomenes
entrent en jeu : la consommation d’algues par les daphnies dans chaque compartiment, et la
“stratégie” de consommation, c’est-a-dire le fait que les daphnies mangent plutot les algues de

tel ou tel compartiment.

Consommation des daphnies

Daphnia magna est régulierement étudiée et modélisée [0] : les caractéristiques individuelles
des daphnies sont plutét bien connues, notamment I’évolution de leur taille au cours du temps [7].
Le taux d’ingestion T'I (cell/jour) d’une daphnie en fonction de la concentration algale

(cell/mL) est modélisé par une fonction affine par morceaux :

Tlmaz 3
TP T s 0<ax<ILL

TI(z) = (2.2)
Tlner six>I1LL

ou ILL est I'Incipient Limit Level (concentration au-dela de laquelle la daphnie ne peut pas
consommer plus) et T 1,4, est le taux d’ingestion maximum (cf. fig. 7).

Or ILL et T4 ne sont pas des constantes : ces grandeurs dépendent de ’age des daphnies
et donc du temps. On les modélise par des fonctions qui sont des solutions de ’équation de

croissance de von Bertalanffy
y'(t) = a(yoo — y(t))

dont la solution vérifiant la condition initiale y(0) = 0 est (cf. fig. 8) :

Y(t) = Yoo(1 — exp(—at)).
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Taux d'ingestion (cell/daphnie/jour)

o

ILL Concentration algale (cell/mL)

FIGURE 7 — Graphe de la fonction T'1 lorsque ILL et T4, sont fixés

y(t)

— — - VU

0 5 10 15 20 25 30
t

FIGURE 8 — Allure d’une solution de I’équation de von Bertalanffy (a = 0,2)

Cette équation, formulée par Ludwig von Bertalanffy en 1934 [8], permet en fait de décrire
I’évolution de la taille au cours du temps. Cependant, la modélisation de ILL et T1,,,, par la
méme équation semble cohérente si I'on considére que ces quantités dépendent linéairement de

la taille des daphnies. On définit donc les fonctions ILL et T'I,,,; de la maniére suivante :

ILL (t) = ILLo (1 — exp (—ast)) (2.3)

Tlnax (t) = Tl (1 — exp (—axzt))
ou ILLy, TIy, a1 et as sont des constantes.
De plus, on fait 'hypothese que les daphnies sont introduites a ’dge d’un jour a ¢t = 0. Pour
prendre en compte ce décalage ainsi que les fonctions ILL et T1,,4., on introduit la fonction ¢

(en cell/daphnie) définie comme le taux d’ingestion a la concentration z et & 'age t + 1 :

0 sixz <0

gla,t) = Hpeldia st 0 <2 <TLL(t+1) (2.4)

Tlyae(t+1) si o> ILL(t+1).
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Stratégie d’alimentation des daphnies

Il faut maintenant modéliser la manieére dont les daphnies se nourrissent. C’est 1’'un des
aspects les plus problématiques : mangent-elles de préférence 1a ou la concentration en algue est
la plus élevée ? La ou il y a le plus d’algues indépendamment de leur concentration ?

Apres comparaison de plusieurs hypotheses, on se base sur la suivante : les daphnies ont
tendance a aller 1a ou la quantité d’algues disponible est la plus grande, indépendamment de
leur concentration. La totalité des algues du compartiment 1 est considérée comme disponible,
et le nombre d’algues du compartiment 2 est affecté d’'un coefficient de disponibilité, noté asz. Ce
coeflicient illustre le fait qu’en réalité il y a infiltration des algues dans le sédiment, et les algues
sédimentées ne sont donc pas toutes accessibles aux daphnies : seule la partie non infiltrée est
accessible. Ainsi, si le modele s’avere cohérent, as devrait correspondre a la proportion d’algues
non infiltrées.

Enfin, sachant que la vitesse de nage des daphnies est trés supérieure aux vitesses de croissance
et de sédimentation des algues, on suppose que le choix du compartiment se fait instantanément.
Cela nous amene a définir une “fonction de choix” notée h et basée sur la fonction de Heaviside,

que I'on appliquera au couple (Nq,azN2) (cf. fig. 9). Ainsi, pour tout (z,y) € R? :

0 siz<y
hz,y) =
1 sixz>y.
o :
0 i
a3N2 N1 (cell)

FIGURE 9 — Graphe de la fonction h(-,azN2) lorsque azNa est fixé

Cette définition de h est facile a utiliser dans notre modele a deux compartiments, en
remarquant que h(y,x) = 1 — h(x,y) (cf. section 2.6). Cependant, elle souléve un probléme
important : la fonction h n’est pas continue, ce qui sera ennuyeux lorsqu’il s’agira de résoudre le

systeme d’équations différentielles. On va donc contourner ce probléme en approchant h par
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une fonction h définie par :

- 1
h(z,y) =
1+ exp (— oy (7 — y))

(2.5)

100
1+x+y

ou le facteur permet d’éviter le phénomene d’overflow (nombres trop grands pour le
logiciel de résolution numérique, en 'occurrence Scilab) tout en gardant une approximation
(arbitrairement) satisfaisante. On a encore ﬁ(y, x)=1-— E(w, y), et de plus R est de classe C1,

comme l’illustre la figure 10.

0,51

N1 (cell)

FIGURE 10 — Graphe de la fonction E( ,a3Ny) lorsque az Ny est fixé

Enfin, comme il n’est pas certain que les daphnies consomment les algues du sédiment au
méme taux que celles de la colonne d’eau, on introduit un coefficient d’adaptation du taux
d’ingestion, noté ay. Par conséquent, si D est le nombre de daphnies du systéme (supposé ici

constant), celles-ci consomment pendant l'intervalle de temps dt :

— dans le compartiment 1 : D - g(SXNlT%,t) - h(N1(t), azNa(t))dt

— dans le compartiment 2 : D -ay - g(N%’,it) , t) (1 — h(N1(t), a3Na(t)))dt.

2.5 Expression de la vitesse de sédimentation

Vient a présent la derniere étape de construction du modele mathématique : la détermination
des fonctions Hy et Hi'. On peut faire le lien avec la vitesse de sédimentation intuitive (vitesse

de chute des algues en suspension) grace a la définition suivante.
Définition 1. On note v la vitesse de sédimentation, définie par :
'U(t) = —H1/<t).

En pratique, on va travailler avec H; pour simplifier les calculs. On opte pour une démarche
empirique : a partir d’expériences adaptées, on détermine ’équation de décroissance de Ny, et

on en déduit les expressions de Hy et Hy'.
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Cette approche est basée sur les expériences réalisées par Gauci [3]. On introduit des algues

dans un bécher contenant 2 litres d’eau, puis on remue ’eau et on place le bécher dans le noir :

les algues ne pouvant pas réaliser la photosyntheése, la croissance est nulle. Ainsi, on observe

uniquement le phénomeéne de sédimentation. A partir des observations (cf. fig. 11), on peut

proposer le modele suivant pour décrire le phénomeéne :

Ny (t) = N1 (0) exp (—at)

ou a est un coeflicient réel positif. On a alors :

Hy(t) = Hpexp(—at)

Hi(t) =

—aHyexp(—at).

4,00E+06

3,50E+06

* }Z%

3,00E+06

2,50E+06 %
2,00E+06

Concentration algale dans la colonne d'eau
(cell/mL)
+
+4

1,50E+06
1,00E+06 %
5 00E+05
0,00E+00
0 2 4 6 8 10
Temps (j)

12

3E+06¢-085x
y = 3E+06e 007
y = 3E+06e0081x
3E+06c01x
3E+06c 080
3E+06¢01%

<

-

7

-

+ microcosme 1
+ microcosme 2
+ microcosme 3
+ microcosme 4
+ microcosme 5

+ microcosme 6

(2.6)

(2.7)

FIGURE 11 — Evolution de la concentration algale dans la colonne d’eau en ’absence de lumiere,

et approximation exponentielle (6 essais en parallele). (Image : F.-X. Gauci)

Démonstration. Sans croissance et sans daphnie, le systeme devient :

Ni(t) =

Ny(t) =

Comme pour tout ¢t € Ry, Ny(t) > 0, il vient directement

—Ni (1)

Ni(t) _ Hi(t)

Ni(t) — Hi(t)’

et en intégrant (dérivée logarithmique) :

Ny (t)

~ Hy(2)
Ni(0)
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On obtient immédiatement d’apres (2.6) :

Hy
N1(0)

Hy(t) = Ni(t) = Hpexp(—at),
d’out le résultat (2.7). O

On peut donc inclure dans notre modele :

Hi(t) = Hoexp(—ast)
(2.8)
H{(t) = —asHgexp(—ast)

avec as le coefficient de sédimentation (réel strictement positif). Avant d’incorporer ces expres-
sions dans le modele, on pose V = V;1(0) = S x Hy pour alléger 'écriture.
2.6 Modele mathématique du systeme algues-daphnies

En faisant une synthese de ce qui précede, on obtient notre modele mathématique.

- NY/(8) = ri Ny (2) (1—%) — a5 N1(t) = D-g (gt e ) - R(N1 (1), azNa (1)
2

Ny (£) = raNa(t) (1 - NK—“)) +asNi(t) — D.a4.g(N‘2/§t) 7 t) (1 = R(N1(1), a3Na (1))

De plus, on fixe les conditions initiales N1(0) = N} et No(0) = 0, et on a ainsi un probléme
de Cauchy. Nous verrons qu’il vérifie les conditions de Cauchy-Lipschitz, ce qui permet d’affirmer,
pour des valeurs des parametres fixées, ’existence et 'unicité d’une solution maximale.

En pratique, nous allons étudier a la fois les solutions de (F2) et celles de (E7) (systéme sans
daphnies), chacune étant & valeurs dans R?. Nous appellerons ainsi solution un quadruplet de
fonctions, constitué des solutions respectives de (E7) et (E2) pour un certain jeu de valeurs des
parametres. Avant d’aborder ’aspect mathématique du probléme et afin d’avoir une premiere
idée du comportement qualitatif de ces solutions, nous allons d’abord présenter un exemple en

résolvant numériquement ’équation différentielle a I'aide du logiciel Scilab.

2.6.1 Exemple de courbes obtenues

En fixant les valeurs des parameétres (cf. annexe A.1), on obtient une solution dont on trace
les composantes sur la figure 12, superposées aux données présentées dans la section 2.2. Les
figures a gauche représentent Nj sur 21 jours, sans daphnies (en haut) et avec daphnies (en bas).

De méme, les figures a droite représentent le nombre d’algues sédimentées No.
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N1 sans daphnies N2, sans daphnies

1.6e+097] 4.0e+09 7
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1.4e+094 T + +essail + 3.5e+091 T T +essail -
4 essai 2 + essai 2
1.2e+09 1T T 1 essai3 3.0e+09] " T T essai3
1 + + o+ +
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temps (jours) temps (jours)
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FIGURE 12 — Exemple de solution pour le systeme algues-daphnies

Il convient de noter la différence d’échelle lors de la présence des daphnies, qui illustre le fait

que ces dernieres consomment une grande partie des algues.

2.6.2 Premieéres propriétés
Le systeme (F3) que 'on considére est un systéme d’équations différentielles ordinaires,
d’ordre 1, non linéaires. On peut ’écrire sous la forme :

X/(t) = F (t,X(t)) (2.9)

ol F : I x Q — R? continue et localement lipschitzienne par rapport & sa deuxiéme variable,

avec Ry C I et Ry xRy C Q (pour plus de précisions, cf. annexe A.2). Etant donné le vecteur

Ny
XO = ;
0

on sait d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz qu’il existe une unique solution maximale

vérifiant la condition initiale X(0) = Xg. On note

Ny(t)

X(t) =
Na(t)
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cette solution, et J son intervalle de définition (ouvert de I). On a déja quelques résultats utiles

pour appréhender le comportement de la solution, grace a la proposition suivante.

Proposition 1. On suppose que NY > 0. Alors :
(i) Yt € J, Ni(t) > 0;

(i) vVt € JNRY, Na(t) > 0;

(iii) Ry C J.

Démonstration. Cf. annexe A.3. O

2.6.3 Précisions sur les constantes et les parametres

Dans la suite, on assimilera X a sa restriction sur Ry, la seule partie qui fait sens du point
de vue biologique. De plus, les valeurs de N, D et V¥ sont fixées dans les expériences et
sont considérées comme des constantes (cf. tableau 2). Il reste alors 12 parameétres, notés
x1,...,x12 (cf. tableau 3), qui peuvent varier sur des intervalles respectifs Ay, ..., A1 a définir.
Ces intervalles doivent étre appropriés, c’est-a-dire : (1) ouverts et sur lesquels le probléme de
Cauchy est bien défini; (2) biologiquement cohérents. Si les A; sont des intervalles ouverts, on

constate que la condition suivante est suffisante (cf. annexe A.2) :
Vie{l,...,12}, A; C]0,4o0] et A3 CJ0,1] (2.10)

Pour fixer les idées, on définit dans un premier temps les A; par : Vi # 3, A; =]0,+o0|
et Az =]0, 1[. Cependant, on verra dans la suite qu’en exploitant les informations fournies par les
expériences et la littérature, il est possible de fixer une borne supérieure spécifique pour chaque
intervalle, voire les deux bornes : dans les chapitres suivants, on parlera d’information a priori
sur les paramétres. Ainsi, a t fixé, on peut voir X(¢) comme une fonction de x1, ..., 212, que
I'on note (x1,...,212) — Xy, . 21,(t), et la proposition suivante donne un résultat fondamental.
Définition 2. On écrit le modéle sous la forme d’une fonction ¢, définie par :

¢: Ry x Ay x ---x Ajg — R?
(t,z1,...,212) = Xo ().

Proposition 2. La fonction ¢ est continue sur Ry x A X -+ X Ajs.

Démonstration. Cf. annexe A.4. O

Remarque 1. On obtient ainsi une propriété de continuité de la sortie du modéle (i.e. les valeurs
renvoyées par celui-ci) par rapport auz paramétres. Ce résultat de réqularité sera important pour

appliquer de maniére licite les méthodes présentées dans les chapitres suivants.
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Constante Valeur  Unité

D 10
NY 4 %107 cell (cellules)
% 2000 mL

Dm (daphnies)

TABLEAU 2 — Constantes du modele du systeme algues-daphnies

Indice Parameétre Signification Unité
1 a1 vitesse de convergence de ILL jour~!
2 as vitesse de convergence de T[4, jour™!
3 as disponibilité des algues sédimentées [sans]
4 as adaptation du taux d’ingestion [sans]
5) as coeflicient de sédimentation jour™!
6 ILL seuil de concentration algale limite cell/mL
7 Tl taux d’ingestion maximal limite cell/Dm/jour
8 Vs volume du compartiment 2 mL
9 71 taux de croissance des algues en suspension jour™!
10 72 taux de croissance des algues sédimentées jour~!
11 K? capacité limite initiale du compartiment 1 cell
12 K5 capacité limite du compartiment 2 cell

TABLEAU 3 — Parametres du modele du systeme algues-daphnies
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Chapitre 3

Analyse de sensibilité

3.1 DMotivations et principe de ’analyse de sensibilité

Nous disposons a présent d’un modéle mathématique du systeme algues-daphnies : afin
d’évaluer la qualité de ce modele, il est nécessaire de savoir si celui-ci décrit bien les observations
faites lors des expériences. Or, si l'on fixe les valeurs des parametres d’apres la littérature (du
moins lorsque c’est possible), les fonctions retournées par le modele ne semblent pas s’ajuster
correctement aux données (cf. fig. 12). On est alors tenté de chercher “a la main” les valeurs
des parametres qui permettraient un ajustement idéal : un tel réglage empirique est ardu, et ce
d’autant plus que le nombre de parametres est grand.

En outre, la notion d’ajustement aur données est pour le moment tres subjective. Il est
donc nécessaire de la définir rigoureusement, et plusieurs approches sont possibles comme nous
le verrons dans le chapitre 4. Quelle que soit I'approche choisie, il apparait que la complexité
de résolution croit tres rapidement avec le nombre de parameétres. Enfin, nous n’avons qu’une
connaissance partielle du systéeme algues-daphnies : nous disposons de peu de données, et celles-ci
comportent certainement des erreurs de mesure. Cela engendre une incertitude sur le systéme
algues-daphnies, et a fortiori une incertitude sur notre modele et ses parameétres.

Dans ce contexte, il semble important de comprendre comment se comporte le modele vis-a-
vis des parametres : existe-t-il des parameétres plus influents sur la sortie (i.e. les quatre courbes)
que les autres ? Peut-on quantifier cette influence 7 Est-elle due a chaque parametre considéré
de manieére isolée ou a une interaction entre eux ? En fait, la sensibilité peut étre définie comme
Vinfluence de 'incertitude : Panalyse de sensibilité a donc pour ambition d’apporter une meilleure

compréhension du modele mathématique dans une perspective d’utilisation de données .

1. Pour plus de précisions, on renvoie & larticle trés didactique de Julien Jacques [9].
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3.2 Choix de la méthode

Il existe trois types de méthodes d’analyse de sensibilité : les méthodes de screening, qui
permettent de classer les parameétres de maniere qualitative en fonction de leur influence, les
méthodes d’analyse locale, qui évaluent quantitativement la sensibilité de la variable de sortie
a une petite variation autour d’une valeur donnée (calcul des dérivées partielles par rapport
a chaque parametre), et enfin les méthodes d’analyse de sensibilité globale, qui étudient les
variations de la sortie sur tout le domaine de définition des parametres.

Les méthodes de screening apportent seulement un classement des parametres par ordre
d’importance, sans information sur la taille des écarts entre parametres, et sont surtout utilisées
lorsque le nombre de parametre est tres grand (>100 par ex.). Les méthodes d’analyse locale
nécessitent une certaine valeur autour de laquelle on fait varier les parametres, or ¢’est précisément
ce type d’'information qu’il nous manque. Par conséquent, nous nous sommes intéressés dans ce
stage a I’analyse de sensibilité globale. Celle-ci est fondée sur une approche probabiliste : les
parametres sont vus comme une variable aléatoire X, et sous certaines conditions de régularité,
la sortie du modele est elle-méme une variable aléatoire réelle Y : il s’agit alors de déterminer

quelle part de la variance de Y est due a chaque parameétre.

3.2.1 Application au modele du systéme algues-daphnies

On se place a t € R, fixé, et on considere la fonction 6; définie sur A; x --- x Ay par :
V(a:l, ... ,:I?lg) S Al X o X A12, Qt(xl, . ,1’12) = ¢(t,$1, . ,$12)

ou ¢ est la fonction de la définition 2. Soit X = (X7,..., Xj2) une variable aléatoire & valeurs
dans A; x --- x Aja (vecteur aléatoire). Comme 6; est continue (proposition 2), 6;(X) est aussi
un vecteur aléatoire, dans R?. En fait, §; dépend par définition du nombre de daphnies D : on
note (Y7,Y2) = 04(X) pour D =0, et (Y3,Yy) = 6,(X) pour D = 10. On obtient ainsi 4 variables
aléatoires réelles (v.a.r.), dont on étudiera séparément les 4 variances respectives. Les résultats
qui suivent ayant une portée générale, la notation Y désignera indifféremment Y7, Y2, Y3 ou Yj.

On fait 'hypothese que les v.a.r. Xi,..., X2 sont indépendantes. D’un point de vue
biologique, cela revient a supposer que les parametres sont statiques, méme si les caractéristiques
physiques qu’ils représentent ont par nature un caractere aléatoire, i.e. 8’il y a de la variabilité.
En d’autres termes, la variabilité de la caractéristique physique représentée par un
parameétre x n’a aucun lien avec la variabilité de la caractéristique physique repré-

sentée par un autre parametre z. Cela serait faux si, par exemple, il s’avérait que les algues
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en suspension soient capables de modifier dynamiquement et de maniére non négligeable leur

tauzr de croissance intrinséque r1 en fonction du taux d’ingestion des daphnies .

3.2.2 Nécessité d’'une décomposition de la variance

On pourrait étre tenté, vu I'apparente simplicité des fonctions g et ?L, de résoudre analyti-
quement (FEs) sur chaque intervalle ou ces fonctions sont “affines”. Mais a cause de T4, et
ILL (définies & partir d’exponentielles), il apparait que les équations de (Fs) sont des équations
de Ricatti que 'on ne sait pas résoudre analytiquement : la forme analytique de la fonction
0: n’est donc pas connue. Ainsi, on ne peut pas compter sur un éventuel calcul analytique de
Var(Y') en fonction des Var(Xj;).

Cette situation est en fait relativement courante, et plusieurs méthodes ont été développées
pour la traiter . L’idée générale est d’exiber une certaine décomposition de Var(Y'), puis de
fournir un moyen de quantifier 'influence des parametres en définissant des indices de sensibilité

basés sur cette décomposition. Nous nous basons ici sur les travaux du mathématicien Sobol [11].

3.3 Les indices de Sobol

La définition des indices de Sobol repose avant tout sur un résultat d’analyse dans les espaces
de type L'(p) o p est une mesure quelconque, que I'on peut ensuite appliquer dans un cadre
probabiliste (avec u = Px par exemple). Nous présentons d’abord la définition des indices de
Sobol dans le cadre général, puis nous I’appliquons au probléme qui nous intéresse, de maniére

a obtenir concrétement ces indices de sensibilité.

3.3.1 Définition des indices de Sobol dans un cadre général

Soient p1,...,u, des mesures sur (R, B(R)). On note p = p1 ® -+ ® pp, et on considere
I'espace mesuré (RP, B(RP), u). Soit f : R? — R telle que f € L*(RP, B(RP), u). Pour = € RP?,
on note x = (x1,...,%p). On peut décomposer f en une somme de fonctions de dimensions
croissantes :

p
@)= fo+ Y filz) + Y fij(maag) + ..o+ fiplar, .. zp)

i=1 1<i<j<p

2. L’hypothese d’indépendance pourrait ainsi, en s’avérant fausse, étre un bon moyen de révéler une éventuelle

carence dans le modéle mathématique.
3. Pour un état de l'art sur les différentes méthodes d’analyse de sensibilité globale, on renvoie & [10].
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ne dépend que de z;,,...,z;,. Ceci peut s’écrire de fagon

S

ol fo est une constante et f;, _;

condensée :

P
f@)=fo+> D firia@irs w3, (3.1)

s=1 11<+-<ig
Définition 3 (Décomposition de Sobol). Une décomposition de f de la forme (3.1) est appelée

décomposition de Sobol si chaque terme f;, . ;. vérifie :

S

Vk € {1, cey S}, /Rfi17~~-yis(xil’ ... ,SCZ'S) iy, (dl‘lk) =0.
Remarque 2. Si f admet une décomposition de Sobol, on a directement :
fo= [ [f(z)p(dx)
RP
et pour tout (i1,...,is) # (J1,---,Jt),
déf
fi1,m,isfj1,...,jt dp = fi1,...,is (xil7 s 7xis)fj17~-~,jt (xju s 7xjt) M(dl‘) =0.
RP RpP

On a alors le theoréme fondamental suivant, dont on trouve une preuve dans [12].

Théoréme 1. Pour toute fonction f € L*(RP, B(RP), i), il existe une unique décomposition de

Sobol de f.

On considere donc la décomposition de Sobol de f, et on suppose désormais que f est

de carré intégrable, i.e. f € L*(RP,B(RP), u). On peut alors montrer que chaque f;, ;. est

s

aussi de carré intégrable : la remarque 2 se traduit alors par 'orthogonalité des f;, . ;. dans

L?(RP, B(RP), 1) muni de son produit scalaire usuel. De plus, les quantités suivantes sont finies :
V= [ r@utdn) - (0

Viais = [ Uit @20 i () s, ().
et sont appelées variances par Sobol. En mettant (3.1) au carré et en intégrant, on obtient :
P
V=> > Vi.- (3.2)
s=1 i1 <--<is
Définition 4. On définit les indices de sensibilité d’ordre s € {1,...,p} par :

‘/7:17'”72'5

Silv---,is = V

pour tout {i1,...,is} C {1,...,p}.
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Il s’agit maintenant de comprendre le sens de ces indices de sensibilité. D’apres 1’égalité (3.2),

les S;, ..., sont positifs, et on a

p
Z Z Sityois = L.

s=141<<ig
De plus, on voit facilement que ;. ;, = 0 si et seulement si f;, ;. = 0. Ainsi, la fonction f ne
dépend pas d'un parameétre x; si et seulement si tous les indices S;, . ;, tels que i € {i1,...,is}
sont nuls. Ceci est déja cohérent avec le sens intuitif de la sensibilité (si un indice S;, . ;, est
non nul, alors f dépend de x;,,...,x;, ), mais on voudrait pouvoir utiliser des arguments plus
quantitatifs comme : “plus les indices de sensibilité sont grands, plus la sensibilité est grande”.
Pour cela, on va se placer dans un cadre probabiliste et utiliser les notions de moyenne (ou

espérance) et de variance (par exemple : une variance élevée pour la variable aléatoire Y signifie

moralement que les valeurs prises par Y ont “tendance a beaucoup s’écarter de la moyenne”).

3.3.2 Les indices de Sobol dans un cadre probabiliste

Pour appliquer les résultats précédents dans un cadre probabiliste, on utilise fortement
la notion d’espérance conditionnelle, qui est assez abstraite dans sa définition générale. Les
notations qui vont suivre s’appliquent a des v.a.r. quelconques, et on se concentrera plutot
sur le sens intuitif des espérances conditionnelles. Cependant, on donne dans ’annexe B des
explications plus rigoureuses dans le cas particulier des variables a densité, pour lesquelles on a
une formulation explicite de I'espérance conditionnelle.

On revient au cadre développé dans la section 3.2.1, et on considere X = (Xi,...,X,) un
vecteur aléatoire dans RP avec les variables X; indépendantes. On va appliquer les résultats

précédents aux mesures p; = Py,. En effet, par indépendance des X;, on a

déf

On considére une fonction continue f : R? — R dans L?(RP, B(RP), Px), et lav.ar. Y = f(X).

Les quantités V et Vi, . ;, sont alors de véritables variances (la deuxieme égalité découlant de

s

la définition 3) :
2
V= [ #@2Pxtdn) - ([ £e)Px(da)) = Var(()) = Var(v),

Vigois = As(fil,...,is(xila . axis))QP(Xil,...,Xis)(dmh7'~~ad$is) = Var(fi,,. i.(Xip, ..., Xi,)),

et I'égalité (3.2) s’appelle décomposition de la variance.
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Interprétons maintenant les quantités V;, ;. . Pour simplifier les écritures, on note

Px
g =Px,® - @Px,_ ,®Px,,,® - ® PXp = P(Xl,~~.,X¢—1,Xi+1,~-~,Xp) ’

la deuxiéme égalité étant due a 'indépendance des X;. On écrit de la méme fagon P’XPTi(PX’
j
Px

W etc. Ainsi, en intégrant I’égalité (3.1) successivement par rapport aux mesures

Px Px Px
Px, Px;» Px,0Px," Px,@Px;8Px;’ , on montre que

E(Y)

Y
E(Y[Xi) —

(

(

fi(Xi)
i3 (Xi, X5)

fz,], (XzaX]a Xk)

E(Y|X;, X;) — fi(Xi) — f;(X5) — fo
E(Y| X5, X5, Xi) — fi (X, X5) — fir(Xi, Xi) — fin(X5, Xk)

— filXi) = f5(X5) = fi(Xk) — fo

et on obtient alors une expression explicite * des Vitois

Vi = Var(E(Y'|X;))
V;’j = Var(E(Y|Xl,X])) — V:L — V}

Vigk = Var(E(Y[Xi, X5, X)) = Vi = Vig = Vi = Vi = V; = Vi

Il est alors plus aisé d’interpréter les indices de Sobol : regarder V; = Var(E(Y|X;)), c’est
regarder “la tendance de la variable E(Y|X;) a s’écarter de sa moyenne”. Or, comme E(Y|X;)
peut s’écrire ¢(X;) (ou ¢ est une fonction mesurable), calculer la variance de E(Y'|X;) revient
a quantifier sa tendance a varier lorsque X; parcourt son ensemble de définition : c¢’est donc
bien une sensibilité au sens intuitif que 1’'on observe. Pour visualiser ceci, on peut par exemple ®
fixer N valeurs de X; (i.e. effectuer N tirages selon X;) et regarder, pour chaque valeur de
X, la moyenne de Y vue comme fonction de (Xi,...,X;—1,Xi41,...,X,). Plus I'ensemble
de ces N moyennes (vu simplement comme un ensemble de valeurs) présente une variance
forte, plus la fonction f est sensible aux variations du parametre x; (en tout cas les variations
associées a la loi de X;). L’indice de Sobol S; = V;/V exprime donc la sensibilité de f par

rapport & x; variant seul. De la méme maniere, les indices de Sobol d’ordre supérieur expriment

4. Preuve lourde en calculs (nombreux termes de covariance). Pour plus de précisions, voir [10] (p. 126-129).
5. C’est d’ailleurs la méthode que 'on va utiliser pour estimer les indices de Sobol.
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la sensibilité par rapport a des groupes de parameétres variant simultanément, et uniquement
simultanément : on enléve la sensibilité par rapport a chaque parametre seul. Par exemple, on a
Si; = Var(E(Y'|X;, X;))/V — S; — 5.

I1 convient de noter que les indices de Sobol dépendent du choix de la loi de X (ou, ce qui

revient au méme, de la mesure y). Un indice n’a donc de sens que comparé aux autres a Py fixé.

3.3.3 Indices de sensibilité totaux

Nous disposons ainsi d’indices permettant de quantifier la sensibilité de Y par rapport a un
parametre ou un groupe de parametres. Cependant, on aimerait bien avoir une notion globale de
sensibilité par rapport a un parametre (afin de pouvoir le fixer s'il est peu influent par exemple).
On va donc définir un indice de sensibilité total par rapport a un parametre, c’est-a-dire sous
toutes ses formes, y compris lorsqu’il varie simultanément avec d’autres : I'idée est simplement
de regrouper tous les indices liés a ce parametre en un unique indice. On introduit donc 1'indice
de sensibilité total selon x;, noté St, et défini par :

Sr,= Y, Sz
IcA{1,...,p}ieT
Par exemple, pour un modele avec p = 3 parametres, on a S7; = S1+ 512+ 513+ 51,23 Dans la

suite, nous calculerons uniquement ces indices de sensibilité totaux.

3.3.4 Application au modele algues-daphnies

Il s’agit maintenant d’appliquer la théorie des indices de Sobol a notre probléme : pour
étudier Y7, Yo, Y3 et Yy nous allons bien siir prendre a chaque fois comme fonction f une des
deux composantes de 0, avec p = 12.

Jusqu’a présent, nous n’avons pas eu a préciser la loi de X. Il apparait quand méme une
condition nécessaire pour appliquer les résultats précédents : les composantes de ; doivent étre
de carré intégrable par rapport a Pyx. En prenant X a support compact By X --- X B), inclus
dans Ay x --- x A, la continuité de #; nous assure que cette condition est vérifiée (on pourrait
tenter de prendre un support égal & A; x --- x A, mais 'intégrabilité semblerait alors fortement
compromise).

En pratique, on prend tous les X; de loi uniforme sur [0,1] : cela revient & considérer
tous les B; égaux a [0, 1], et & estimer la sensibilité avec la méme importance en tout point de
I'hypercube [0, 1]P. Cela pose a priori un probléeme : pour garder une cohérence dans notre modele,

les B; ne doivent pas étre égaux a [0, 1] (cf. section 2.6.3). En fait cela n’a pas d’importance du
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moment que lon considére des intervalles fermés bornés B; = [a;, b;] C A;, quitte a étudier une
version “normalisée” du modele. On peut en effet contourner le probléme en remplacant dans
notre modele chaque parametre z; par a; + (b; — a;)Z; : tirer un échantillon z; selon U([a;, b;])
équivaut alors a tirer Z; selon U([0, 1]). On étudie ainsi un nouveau modele 0, avec les paramétres
z1,...,Tp, mais 'influence de z; sur 9: est la méme que celle de x; sur 6;.

Il reste encore un point important : le choix des intervalles B;. Ils doivent étre assez larges
pour contenir toute valeur biologiquement cohérente des parameétres, sans étre trop grands
car les valeurs “extrémes” ne donnent clairement pas un bon ajustement : inutile d’estimer la
sensibilité du modele 1a ou ’on sait que les valeurs des parametres sont aberrantes. En outre,
cela nuirait a la précision des estimations des indices de sensibilité, la taille N des échantillons
étant limitée. Nous utilisons dans ce rapport des valeurs déterminées a l'aide de la littérature et
de simulations faites avec le logiciel Scilab, répertoriées dans le tableau 4. Il est a noter que
I’on aurait pu prendre 1 comme borne inférieure de Bs plutot que 0,99 : cela permet seulement
de vérifier la condition By C A3 C|0, 1| du premier chapitre, mais c¢’est en fait sans importance

puisqu’en pratique Scilab simule des tirages selon U([0, 1]).

Indice Parametre Borne inférieure Borne supérieure

1 a 0,01 1
2 as 0,01 1

3 as 0,01 0,99

4 ay 0,01 2

5 as 0,01 0,2

6 ILL, 0,01 x 10° 2 x 10°
7 TI 0,01 x 107 2 x 107
8 Va 0,01 100

9 r 0,01 2

10 o 0,01 2

11 K? 0,1 x 10° 7 x 10°
12 K, 0,1 x 10° 7 x 10°

TABLEAU 4 — Bornes des intervalles de variation de chaque paramétre pour I’analyse de sensibilité
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3.4 Estimation des indices de Sobol

3.4.1 Estimation par Monte Carlo

Il s’agit maintenant d’estimer numériquement ces indices, c’est-a-dire estimer les intégrales
Jrs (fir,is (@i, .o ,aJ“Z-S))QPXi1 (dzyy ) - - - Px,, (dz;,). Nous utilisons pour cela la méthode dite de
Monte Carlo.

Soit g € L'(RP, B(RP), Py), on cherche & estimer Iintégrale

I=E(g(X)) = [ gla)Px(da).

On considére (Xj)ren une suite de v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d), de

méme loi que X. La méthode de Monte Carlo consiste a utiliser la convergence presque-siire de

N

Iy = N Z g(Xy) vers I, qui est une conséquence directe de la loi forte des grands nombres.
k=1

Ainsi, si Z1,...,ZTn est une réalisation de X1,..., Xy, on obtient une approximation de I par

N
E(g(X)) =< Y _ 9(@)
k=1

2=

avec une convergence en O(N _%) Cette méthode permet, moyennant quelques astuces de
calcul, d’obtenir une estimation des indices de sensibilité de tout ordre, ainsi que des indices de
sensibilité totaux.

Dans la pratique, pour un modele comportant une dizaine de parametres, une taille d’échan-
tillon de N = 10000 permet d’avoir une estimation correcte des indices de sensibilité. 1l est
possible de quantifier I'erreur d’estimation commise grace au théoréme central limite, mais nous

n’abordons pas cet aspect ici.

3.4.2 Résultats

On considere les indices de sensibilité totaux pour quatre instants ot le modele est fortement
sensible aux variations des parametres : ¢ = 1,2, 5, 10 jours. On ne s’intéresse ici qu'aux variables
Y3 et Yy, car Y] et Y5 ne dépendent clairement pas de certains parameétres (cas D = 0). On
applique donc la théorie de Sobol aux premiere et deuxieme composantes de #; dans le cas
D = 10. Pour chaque valeur de ¢, on a ainsi 24 indices :

- S(t,N1,21),...,S(t, N1, z12) ou S(t, N1,x;) = St (notations précédentes) ;

— S(t, Na,x1),...,5(t, No, x12) de la méme fagon pour la deuxiéme composante de 6;.
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Nous avons donc au total 4 x 24 = 96 indices a estimer. On prend comme taille d’échantillon
N = 10000 : les résultats sont répertoriés dans le tableau 5. Pour avoir une idée plus générale
de la sensibilité de N7 et No sur la totalité des instants considérés, on considere pour chaque
parameétre z; la somme des 8 indices associés :

Si= > > St Ni,x).
ke{1,2} te{1,2,5,10}

et une représentation graphique est donnée sur la figure 13. On décide de négliger 'influence des
parametres x; tels que S; < 0,15 : as, ay et Va. On les fixe & une valeur cohérente (cf. tableau 6) :

ainsi, on ne considere plus que 9 parametres dans notre modele.

Remarque 3. Le choix et le nombre des instants d’étude est complétement arbitraire. Pour
affiner 'analyse de sensibilité, on pourrait tout a fait considérer plus d’instants, cela soulevant

seulement une question de temps de calcul.

N, Ny
t 1 2 ) 10 1 2 5 10

ay 0,021 | 0,027 | 0,044 | 0,071 0,005 | 0,050 | 0,070 | 0,096
as 0,124 | 0,141 | 0,118 | 0,099 | 0,018 | 0,110 | 0,120 | 0,173
as 0,000 | 0,000 | 0,001 | 0,010 || 0,000 | 0,009 | 0,015 | 0,032
a4 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,005 || 0,000 | 0,003 | 0,035 | 0,078
as 0,031 | 0,013 | 0,147 | 0,429 || 0,852 | 0,291 | 0,054 | 0,041

ILL, || 0,031 | 0,043 | 0,075 | 0,098 0,003 | 0,060 | 0,096 | 0,143

Tl 0,307 | 0,234 | 0,172 | 0,187 || 0,014 | 0,133 | 0,238 | 0,315
v, |l 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
1 0,568 | 0,737 | 0,748 | 0,517 | 0,059 | 0,311 | 0,373 | 0,414
ry |l 0,000 | 0,000 | 0,002 | 0,020 || 0,082 | 0,367 | 0,293 | 0,205
K? 0,002 | 0,006 | 0,219 | 0,238 | 0,000 | 0,005 | 0,020 | 0,029
K5 0,000 | 0,000 | 0,001 | 0,006 0,000 | 0,026 | 0,244 | 0,313

TABLEAU 5 — Estimation des indices de Sobol totaux pour chaque parametre a t = 1,2,5,10 :

les lignes en gras ont la somme de leurs termes .5; inférieure a 0,15.
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B s+(N.,1) B S1(N1.2) B SH(N1,5) St(N1,10)

B SHN21) B Sr(Nz,2) S1(N2,5) S7(N2,10)

4,00
3,20
2,40
1,60

||
0,80

- I

, B 1 i = 1 &
al a2 a3 a4 ab ILLI Til V2 r r2 K10 K2

FI1GURE 13 — Représentation des sommes des indices de Sobol totaux pour chaque parametre :
les variations de bleu (resp. orange) correspondent aux indices associés a N; (resp. Na) pour

chaque instant ¢t = 1, 2, 5, 10.

Indice Parametre Valeur fixée

3 a3 0,05
4 Qy 1
8 Vs 1

TABLEAU 6 — Valeurs des parameétres considérés comme peu influents
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Chapitre 4

Estimation des parametres

4.1 Estimation ou optimisation ?

Bien que le titre de ce rapport comporte le mot optimisation, nous parlerons également
d’estimation des parametres. En fait cela semble étre surtout une affaire de point de vue :
l'optimisation fait référence au fait de déterminer des valeurs idéales des parameétres selon
un certain critere : elle est principalement liée a une approche déterministe (cf. section 4.3).
L’estimation correspond plus a une approche probabiliste : on estime la probabilité qu'un
parametre prenne telle ou telle valeur au vu des données récoltées (cf. section 4.4).

Ce stage nous a conduit a privilégier la seconde approche pour deux raisons : d’une part elle
semble plus adaptée & notre probléme (qui est non convexe), d’autre part elle semble donner
des résultats plus fins. Elle fournit en effet un moyen de connaitre les densités de probabilité
de chaque parametre, et pas seulement les valeurs les plus probables : & 'avenir cela peut

certainement permettre une analyse plus fine de la qualité de notre modele.

4.2 Notations en vue de 'utilisation des données

Nous avons a présent un modele du systéme algues-daphnies avec p = 9 parametres. Les
données dont nous disposons concernent a la fois le systéme sans daphnies, modélisé par (F1), et
le systeme avec daphnies, modélisé par (E3). Afin prendre en compte ’ensemble de ces données,
nous devons introduire certaines notations.

Soient = (x1,...,xp) le vecteur des parametres et D = A; x --- x Ap,. Désormais, la
fonction du modele est ® = (¢1, P2, P3, Pa) ou (¢1(t,x), p2(t,x)) = ¢(t,z) pour D = 0 et
(p3(t, ), pa(t,x)) = ¢(t, z) pour D = 10. En d’autres termes :
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— ¢1 est le nombre d’algues en suspension dans le systéeme sans daphnies,

— ¢9 est le nombre d’algues en sédimentées dans le systéeme sans daphnies,

— ¢3 est le nombre d’algues en suspension dans le systéme avec daphnies,

— ¢4 est le nombre d’algues en sédimentées dans le systéme avec daphnies.

Le probleme est que ’on ne dispose pas du méme nombre de données pour ces 4 quantités,
ni pour les 3 essais. On doit donc considérer 3 x 4 = 12 tableaux de données, que I'on définit
sous forme de matrices : la matrice M;; € Ma y, i (R) représente les n;; données disponibles sur
la quantité j € {1,2,3,4} pour lessai i € {1,2,3}. Ainsi, on note

T
M;; =
0 U,
ou y,ij est la mesure au temps t}ij de la quantité j lors de l'essai i.
Par exemple, les données de ’essai 3 sur les algues en suspension dans le systéme sans

daphnies sont représentées par M3 1, avec ng1 = 9.

4.3 Approche déterministe : méthode des moindres carrés

Dans un premier temps, on définit la notion d’ajustement de fagon empirique : une courbe est
dite ajustée si elle minimise la somme des carrés des différences entre les mesures et les prédictions
de ®(t,x). Cette méthode, appelée ajustement par la méthode des moindres carrés,
correspond a une fagon intuitive (car graphique) de rechercher la courbe la plus “proche” des
données. Nous verrons qu’elle n’est pas sans fondement mathématique (cf section 4.4.1).

Cette approche se traduit par la définition d’une fonction coit, positive et continue sur D,
que I'on cherche & minimiser. Sachant que les 3 essais n’ont probablement pas été réalisés dans
des conditions strictement identiques, il semble peu cohérent de tenter d’ajuster le modele en
méme temps aux 3 jeux de données correspondants. Nous sommes donc amenés a définir une

fonction cotit pour chaque essai, notée h;, et définie par :

Yo eD, hi inZ(qb] (1,2 4.

Ces fonctions sont continues d’apres la propriété 2, et elles admettent un minimum global
sur D : en effet, soit ® n’est pas continue sur D et alors h; tend vers 400 quand un des z; tend
vers les bornes de A; (on dit que h; est coercive), soit ® est continue sur D et le résultat est le

méme (si D est borné on applique la continuité sur un compact, sinon on conclut par I’argument
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de coercivité). En revanche, il se peut trés bien que les fonctions h; présentent plusieurs minima

locaux (cf. 4.3.2).

4.3.1 Algorithmes de minimisation

Soit h = h; ou 7 est fixé, on s’intéresse maintenant a la recherche des minima de h, globaux ou
locaux. Comme on I’a vu précédemment, on ne connait pas la forme analytique de la fonction ® :
il en est donc de méme pour h. En revanche, on est capable de résoudre numériquement (E;)
et (Ey) avec des algorithmes informatiques (méthode de Runge-Kutta par exemple). Si 'on
suppose h de classe C', on peut estimer ses dérivées partielles.

On note Vh = grad h, et pour o € D, Ly(a)) = {x € D | h(z) < a}. On utilise une méthode
de descente : 'idée générale est de construire, & partir d’un point z(?) € D donné, une suite

()}, qui vérifie :
(i) VEk>1, 2™ € Ly(h(z"));

(i1) Vh(z®) —— 0;

k——+o0

(iii) ||z +D) — W] —— 0.
k——+oc0

Si Ly, (h(z()) est compact, on a existence d’une sous-suite de (z*)), qui converge vers un point
z tel que Vh(x) = 0. La forme générale d’un algorithme de descente est la suivante [13] :
choisir z0, poser k =0
tant que || Vh(z™®)|| > seuil de tolérance
déterminer une direction d*) telle que 3o > 0 tel que h(z®) + od®)) < h(z*)
déterminer un pas convenable op, > 0
poser z D = () 4 5qd®) et =k + 1
Ainsi, en fixant un seuil de tolérance approprié, I'algorithme converge vers une valeur x qui
est arbitrairement proche d’'un minimum local de h. On parle de méthode déterministe car si
l'on fixe (9 et un nombre d’itérations k, I'algorithme renverra toujours vers la méme valeur.
Il existe plusieurs algorithmes effectuant une telle descente : on peut citer par exemple les
méthodes de descente du gradient, de relaxation, du gradient conjugué et de Newton. Nous
utilisons ici 'algorithme de Levenberg-Marquardt, qui est spécifiquement cong¢u pour la méthode

des moindres carrés, et qui est implémenté dans Scilab. La figure 14 montre le résultat avec

deux valeurs différentes de z(?).
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F1GURE 14 — Courbes ajustées par méthode de descente : “modele 1”7 et “modele 2”7 sont les

courbes associées a deux valeurs z; et o pour lesquelles hy atteint un minimum local.

4.3.2 Probléme fondamental : minima locaux

La figure 14 illustre un probleme fondamental : la présence de minima locaux. En effet,
malgré la continuité de la fonction coiit qui assure I'existence d’un minimum global, on n’a a
priori aucune connaissance sur ’existence ou non de minima locaux. En fait, la fonction cofit
n’est pas convexe (cf. fig 15), et on peut montrer numériquement ’existence d’un grand nombre
de minima locaux. Il s’agit du principal point faible de la méthode de descente : la valeur &
retournée dépend fortement du vecteur initial z(9). Ainsi, & moins de connaitre assez précisément
la valeur idéale de x, I'algorithme ne retourne pas le minimum global. En outre, 'approche par
les moindres carrés associés a une méthode de descente possede d’autres inconvénients :

— La méthode suppose que ® est C' sur R, x D, or on ne sait pas le prouver dans notre cas.

— Elle renvoie une seule valeur pour chaque parametre, ce qui suppose implicitement que le

systéme algues-daphnies peut-étre décrit avec uniquement ces valeurs. On omet alors la
notion fondamentale de variabilité, c’est-a-dire I'aspect aléatoire du systeme réel.

— L’ajustement est pour le moment défini de fagon assez empirique. Or, le fait d’avoir a

ajuster le modele suggere que 'on a de 'incertitude sur les parametres, notamment a
cause d’erreurs de mesure : il serait judicieux de chercher a traiter ces erreurs de mesure

autrement que par un ajustement “graphique”.
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FIGURE 15 — Projection de hy sur 'axe r1, les autres parametres étant fixés

Cette approche semble donc inappropriée a notre probleme. Outre la présence de minima
locaux qui la rend difficile & appliquer, il semble plus cohérent de rechercher, plutét qu'une

valeur unique, une densité de probabilité sur chaque parametre.

4.4 Approche stochastique : méthodes de Monte Carlo

On qualifie de Monte Carlo les méthodes de résolution numérique qui font intervenir,
contrairement aux méthodes déterministes, des procédés aléatoires (ou stochastiques). C’est
ce type de méthode qui permet de faire de ’inférence statistique sur les parametres, c’est-a-
dire obtenir une information sur ceux-ci, a partir de données et d’éventuelles connaissances
statistiques sur les erreurs de mesure. La nature de cette information differe selon deux approches
historiques (ou cadres d’inférence statistique) :

— Le cadre fréquentiste, dans lequel on assimile les probabilités a des fréquences d’obser-
vation a long terme (beaucoup d’observations), a parametres fixés. L’inférence statistique
consiste alors a fournir les valeurs des parametres les plus probables, selon une loi de
probabilité a définir (cf. section 4.4.1).

— Le cadre bayésien, ou ’on considére des probabilités a la fois sur les observations et les
parametres. On détermine alors la distribution a posteriori des parametres, c¢’est-a-dire la
loi conditionnelle des parameétres sachant les observations (i.e. les données), en utilisant le

théoreme de Bayes (cf. section 4.4.2).
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4.4.1 Lien entre approche fréquentiste et la méthode les moindres carrés

Si U'on considere que l'erreur de mesure est gaussienne, centrée et de variance constante
0?2, alors I'inférence au sens fréquentiste est équivalente & I'optimisation par la méthode des
moindres carrés. En effet, on cherche dans ce cadre a maximiser une fonction appelée vrai-
semblance, qui est en fait la probabilité d’obtenir une certaine mesure de la valeur de sortie
(erronée) lorsque I'on connait les parametres (donc la vraie valeur de sortie). Soit ¢ € {1,2,3,4}
fixé, considérons uniquement ¢; pour fixer les idées. Supposons que ’on dispose de m mesures
Y, ..., Ym aux instants tq, ..., ¢y, telles que pour tout j € {1,...,m}, on ait y; = ¢;(x,t;) + €;
ou les ¢;(z,t;) sont les valeurs exactes du modele et les €; sont des erreurs aléatoires i.i.d de
densité g, et plus précisément de loi N'(0,0?). Le vecteur des données y = (y1, .- ., Ym) est donc

vu un m—échantillon i.i.d. d’une v.a.r. a densité notée Y, et on définit la vraisemblance L par :

(27{02) 2 2 = o2

m m 2
1 L - (Y — il t)))
L(y,z,0) =[] g9olej) = ——mexp| —5 Y ~F—7"7
j=1
On remarque que lorsque = et o sont fixés, la densité de Y est f, ,(y) = L(y, x,0). Puisqu’en
fait y est connu, on cherche a obtenir le mazimum de vraisemblance de y, c’est-a-dire trouver la
(ou les) valeur(s) de z qui maximise(nt) f; ,(y). Comme o est fixé, cela revient a minimiser la

quantité >3 (y; — ¢i(z, t;))? : on retrouve donc la méthode des moindres carrés (et aussi le

probléme des minima locaux).

4.4.2 L’approche bayésienne

Bien que l'approche fréquentiste considére y comme une variable aléatoire, elle fournit
seulement une ou plusieurs valeurs optimales de z, et non une distribution sur x. Pour obtenir
une telle distribution, il faut assimiler a la fois y et  a des variables aléatoires notées Y et X.

On se place désormais dans le cas ou Y = (Yij)i€{1,273}7j€{17273’4} ol les Y sont des variables
aléatoires a valeurs dans R"” (données relatives & ¢1, @2, @3, ¢4 pour les essais 1, 2, 3), on
suppose que (X,Y) admet une densité notée fxy)(7,y) et on consideére les densités
conditionnelles associées (cf. annexe B). Ainsi, a o fixé, L(y,z,0) = fo-(y) peut-étre vue
comme la densité conditionnelle de Y sachant X = x, notée fy|x—,(y). Enfin, on suppose
que les variables Y := (Ylj)j€{1,273,4}, Y? = (Yzj)je{ngA} et Y3 = (Y3j)j€{172’3,4} sont
indépendantes (indépendance des trois essais).

Etant donné qu’on a ici peu d’information sur I’erreur de mesure, on décide de considérer o

comme un autre parametre aléatoire, et on note 0> = x,41. On se rameéne donc & un modele &
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10 parametres, et dans la suite on note p = 10.

Remarque 4. La vraisemblance L est dans notre cas définie a partir d’un modéle d’erreur
gaussien, mais on pourrait la définir a partir de n’importe quelle erreur aléatoire (avec ou sans

parametres du type o) en écrivant L(y,v) = fy|x=z(y)-

On suppose connue la loi de X (de densité fx), appelée “probabilité a priori des parametres”.
La densité que l'on cherche a calculer est fx|y—, : c’est la densité conditionnelle de X sachant
Y =y, ou encore la “probabilité des parameétres sachant les données y”, définie par

faxv (@, y)
fry)

Or, on ne connait ni f(yx y), ni fy. Pour calculer fyy—,, l'idée consiste a appliquer le théoréme

Ixy=y(z) =

de Bayes pour utiliser ce que I’on connait. On a alors
fY|X «(Y) fx () fY\X x )fX(l‘)
fr(y) / f(XY

fyix=2(y)fx(z)
/fy\x () fx (%) d

On remarque que le dénominateur du terme de droite dans (4.1) n’est rien d’autre qu’'une

Ixy=y(z) =

ce qui peut s’écrire

Ixpy=y( (4.1)

constante de normalisation. Bien que l'on connaisse fy|x—, et fx, le calcul analytique de
I'intégrale est souvent impossible, et une estimation numérique semble ardue, surtout en grande
dimension comme dans notre cas (p = 10). La force de certains algorithmes de Monte Carlo est
de ne pas avoir besoin du calcul de cette constante : c’est le cas des deux algorithmes que nous
allons détailler dans ce rapport : I’algorithme de Metropolis-Hastings (cf. 4.5) et une méthode

de filtrage particulaire (cf 4.6).

Remarque 5. La définition de la densité a priori fx est fondamentale : elle refléte linformation
que l'on a avant les mesures. Par exemple, on peut décider que les parameétres ne peuvent pas
dépasser certaines bornes sans étre aberrants. Lorsque l'on a peu d’information, on cherche la loi
la moins “informative” possible : on est alors tenté de prendre une loi uniforme, ce qui permet
par exemple de résoudre le probléeme le mazimum de vraisemblance vu plus haut, en remarquant
que dans ce cas max fyix==(¥y) = max Ix|y=y(z). Cependant, la “non informativité” de ce type

de loi n’est pas claire et le choix de fx en général est controversé.

Remarque 6. Si certains algorithmes requiérent la connaissance de la forme analytique de la
. , , . . ) s s g ,
fonction fy|x—,, d’autres nécessitent seulement de savoir la simuler, c’est-a-dire de pouvoir

tirer des échantillons y selon cette densité.
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4.4.3 Principe des méthodes de simulation de Monte Carlo

D’apres la section précédente, on a fx|y—, () « fy|x—z(y)fx(x). On note 7 la loi associée
a fx|y=y, et on considére Z une v.a. de loi 7. Au lieu de calculer fxy—,, les algorithmes de
Monte Carlo dits “de simulation” renvoient un échantillon ayant les mémes propriétés vis-a-vis
de la loi des grands nombres qu’un échantillon tiré selon . En d’autres termes, pour N € N,
on obtient un N-échantillon tiré selon une loi Zy telle que (Zn)nen converge en loi vers .
Ainsi, pour N assez grand on peut considérer que ces algorithmes renvoient un N-échantillon
approximativement tiré selon 7. On peut ensuite estimer fxy—,, par exemple avec la méthode
d’estimation par noyau.

Le principe général des méthodes de simulation de Monte Carlo est d’effectuer un tel tirage
sans avoir recours a la constante [ fy|x—z(y)fx(z)dz. Cependant, le principe qui assure la
bonne propriété de I’échantillon difféere selon les algorithmes : nous présentons respectivement
dans les sections 4.5 et 4.6 'algorithme de Metropolis-Hastings, basé sur une chaine de Markov,

et un algorithme de filtrage particulaire, basé sur I’échantillonnage pondéré.

Application au systéme algues-daphnies

Puisque le but est de fournir des distributions de probabilité, on va considérer globalement
les 3 essais : si certains parametres different selon les essais, cette différence sera prise en compte

dans la distribution a posteriori des parameéetres.

Remarque 7. Grice a Uhypothése d’indépendance des paramétres X;, on a :
P
Fxiy=y =11 fxiy=y
i=1

et donc pour avoir la forme de la fonction fxy—, dans R il suffit de multiplier chaque fx,|y—,-

4.5 L’algorithme de Metropolis-Hastings

Le principe est de simuler la loi de probabilité m de densité f a partir d’une chaine de Markov
(Xt)ten ergodique de loi invariante 7 : la propriété d’ergodicité implique que pour un nombre
d’itérations suffisamment grand, on obtient un échantillon approximativement tiré selon .

La chaine de Markov (X¢);en est construite de la fagon suivante. On effectue une marche
aléatoire sur 2 = R0 : on utilise une loi Q pour choisir, étant en position & I'instant , une

nouvelle position potentielle (appelée proposition) avec la probabilité Q(z,z;). La probabilité
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P(X;+1 = z|X; = x¢) marche se déplace en x a U'instant ¢ + 1 est alors définie par

f(a:)Q(yct, 95)
oty (4.2)

La probabilité restante est la probabilité que la marche reste en x;, c’est-a dire

P(X¢+1 = 2| Xt = 2¢) = min (

P(Xt+1 = .I‘t|Xt = I't) =1- P(Xt+1 = J,"Xt =S .let).

En pratique, on va prendre Q(-,z¢) ~ N (¢, ) et on a ainsi Q(x, z¢) = Q(x,x), d’ou :

P(Xy11 = 2 X; = 1) = min (J{((m‘% 1) . (4.3)

Le principal intérét de l’algorithme est dans la formule (4.2). En effet on ne connait f(z)

qu’a une constante pres : le quotient f(z)/f(x;) permet précisément d’ignorer cette constante.

Remarque 8. La chaine de Markov ainsi construite est d espace d’états non dénombrable (R'0)
et les résultats de convergence ne sont pas simples a montrer. Pour plus de précisions sur cet

aspect, on renvoie da [1/].

Ainsi, en effectuant m pas sur cette chaine avec m assez grand, on obtient en prenant le
m-iéme pas un tirage selon une approximation de 7. La figure 16 montre une exemple de tirage

effectué grace a cet algorithme.
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FIGURE 16 — Courbes correspondant a un tirage aléatoire selon une approximation de 7

45



4.6 Un algorithme de filtrage particulaire

On pourrait utiliser I'algorithme précédent pour obtenir un N-échantillon approximativement
distribué selon 7. Cependant cela pose un probléeme d’efficacité :

— soit on effectue N marches aléatoires de longueur m sur la chaine de Markov (avec m

assez grand), ce qui est extrémement cofliteux en temps;

— soit on lance une seule chaine, et a partir du rang m on enregistre 1’état visité a chaque
pas pendant N pas. On obtient ainsi un N-échantillon, mais les tirages ne sont pas
indépendants puisque chaque état dépend de I’état précédent : on perd donc le résultat
théorique de convergence. On peut s’arranger pour avoir une indépendance approximative
(par exemple en enregistrant tous les m pas avec m bien choisi), mais on est alors obligé
de faire tourner la chaine plus longtemps et donc d’augmenter le temps de calcul.

Nous décrivons ici une méthode de génération d’un tel N-échantillon par filtrage particulaire
(voir [15]) qui utilise le principe de I’échantillonnage avec rééchantillonnage par importance (ou
SIR pour Sampling Importance Resampling). Plutot que de considérer une marche aléatoire
sur une chaine de Markov, on travaille directement avec un N-échantillon appelé population
de N particules et tiré initialement selon une densité arbitraire fy. Ici, c’est 'interaction entre
les particules (sous la forme d’un poids affecté a chaque particule) qui fait la puissance de
I’algorithme : plus N est grand, plus ’approximation est précise.

On le fait ensuite évoluer séquentiellement en utilisant les données par paquets : le N-
échantillon est ainsi tiré approximativement selon fx|yi—,1, puis selon fxy1_,1 y2_,2, etc.
Ainsi, les méthodes de ce type sont parfois appelées Méthodes de Monte Carlo séquentielles. La

convergence en N de chaque étape SIR est assurée par le résultat suivant.

4.6.1 Convergence de l’algorithme SIR

On se place dans le cas p = 1 pour simplifier les notations. Le probléme est le suivant : on
est capable d’échantillonner (i.e. tirer des valeurs du parameétre au hasard) selon une certaine
loi de densité fy dont le support est R, et on voudrait obtenir, a partir d'un N-échantillon selon
fo, un N-échantillon approximativement distribué selon une loi cible 7 de densité f que I'on ne
connait qu’a une constante multiplicative pres .

Soit X une v.a.r de densité fy, et soit (X;);en+ une suite de variables i.i.d. de méme loi

que X. On consideére la suite (x;);en+ ot pour tout i € N*, z; est un échantillon tiré selon X;.
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Pour i € N* et NV € N* on définit le poids d’ordre N de x; par
f i)

;)
N f(z )
Zg 1 fO

wN(x,-) =

v

Notons que cette quantité est bien définie car fy ne s’annule pas sur R et f(z;) # 0Vj € N*. De
plus, il apparait que le calcul de wy ne nécessite pas la connaissance la constante multiplicative

de f. Soit (Zn)nen+ une suite de v.a. discrétes de loi respectives

N
Py, = Z Oz, N ().
=1

L’algorithme SIR est justifié par le théoreme suivant :

Théoréme 2. On suppose que pour toute fonction g définie sur R, de classe C°, bornée,

Jr9(z) f(x)dz < +o00. Alors la suite (Zn)nen+ converge en loi vers .

Démonstration. Soit X une v.a.r. de loi m, c’est-a-dire de densité f. Soit g une fonction définie
— 9@)f(x)

sur R, continue et bornée, on pose h(x) )

. On a par la loi forte des grands nombres :

N . T

fo (a:,) N—+4o00

i=1
et
Ly /(@) dr =1 45
N; oxi N—+o00 foJI ).%'—. <)
Or on constate que
BnC0) = [ 2 ) do = [ o) ) do = Bl ()
et
S D
E(g9(Zn)) =Y wn(zi)g(a:) = N—})(x)
i=1 251 oy

Ainsi, en divisant (4.4) par (4.5), on obtient

E(g9(Zn)) o E(g(X))

et il s’ensuit que la suite (Zy) converge en loi vers X. O
Ainsi, I’échantillonnage selon fy pondéré par wy suivi du rééchantillonnage selon Zy permet
d’obtenir un échantillon asymptotiquement distribué selon la densité cible f. En pratique,

on s’assure que ’hypothése d’intégrabilité du théoréme est vérifiée en prenant fx a support

compact, ce qui implique que f l'est aussi.
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4.6.2 En pratique : étapes de I’algorithme

On se place a N € N fixé. L’algorithme combine trois étapes, dont les deux premieres
correspondent a l’algorithme SIR. :

— échantillonnage pondéré (ou préférentiel) : échantillonnage selon fy puis génération
des poids wy (x;) ;

— bootstrap multinomial : tirage de N particules avec remise dans (z;);cq1,.., N} avec les
probabilités wy (x;) ;

— dispersion markovienne : étant donné la maniere dont on tire les N particules, il est fort
probable quun méme x; soit tiré plusieurs fois (i.e. plusieurs particules sont confondues).
Pour éviter ces doublons, on rééchantillonne chaque particule au moyen d’une chaine de

Markov de loi invariante 7, en utilisant par exemple ’algorithme de Metropolis-Hastings.

4.6.3 Résultats

On rappelle qu’a présent p = 10. Le but est de fournir un échantillon approximativement
distribué selon la loi 7 de densité f, ou f(x) o Ixy=y(®) & fy|x=(y)fx(z). La valeur de y
est connue (c’est 'ensemble des données disponibles), on a donc besoin de la densité a priori
fx et de la vraisemblance = + fy|x—,(y). On choisit ici fx telle que les variables Xi, ..., X1g
soient indépendantes et de loi uniforme, mais de supports différents : fx est donc un produit
(normé) d’indicatrices d’intervalles, dont les bornes sont données dans le tableau 7.

La vraisemblance est définie comme dans la section 4.4.1 : étant donné que 'on n’a aucune
information sur les erreurs de mesure, on considére une erreur gaussienne centrée de variance o2,
ol 02 est aussi un parameétre aléatoire correspondant a Xjp (mais constant sur toute une
expérience). On applique ensuite trois fois la séquence (de 3 étapes) décrite ci-dessus sur une
population de N = 10000 particules : une premiere fois avec les données de ’essai 1, puis avec
I’essai 2 et enfin I’essai 3. Les résultats sont représentés graphiquement sur les figures 17 et 18.

Si pour certains parameétres (K5 par ex.) on observe clairement un mode pour la densité, le
résultat est plus flou pour d’autres parametres (as par ex.). En outre, on ne sait pas comment
interpréter la présence de pics tres marqués sur les histogrammes : cela correspond-il & un vrai
pic de densité ou alors est-ce un artefact 1ié a ’étape de rééchantillonnage ? On a tendance a
pencher pour la deuxiéme hypotheése : il se pourrait que I’algorithme de dispersion (3*™¢ étape)
ne soit pas assez efficace et laisse de nombreux doublons. Dans tous les cas, il serait intéressant

de lancer ’algorithme de filtrage avec un plus grand nombre de particules.
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FIGURE 17 — Exemple de projection sur deux axes (12 en abscisse, K en ordonnée) du nuage

de particules final issu de I'algorithme de filtrage particulaire (10000 particules).
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FIGURE 18 — Histogrammes obtenus par l'algorithme de filtrage particulaire (échantillon de
taille 10000). Chaque histogramme correspond a un parametre (de gauche a droite et de haut

) 2
en bas : ai, az, a5, Tloo, ILLo, 71, 72, K, Ko, 0?).
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Chapitre 5

Conclusion

Dans ce stage, nous avons eu 'occasion d’adapter deux outils mathématiques tres généraux
a au cas tres concret du systeme algues-daphnies : 'analyse de sensibilité par décomposition de

la variance, et 'inférence bayésienne par des méthodes de Monte Carlo.

L’analyse de sensibilité permet de répondre aux questions :

— Le modele est-il cohérent par rapport au phénomene modélisé 7

— Quelles sont les variables qui contribuent le plus a la variance de la réponse du modele ?
— Quelles sont les variables les moins influentes ?

— Quelles interactions y a-t-il dans 'influence des variables ?

Quant a l'inférence bayésienne, outre son aspect pratique (fournir par exemple les valeurs des
parametres les plus probables, fournir des marges d’erreur), elle permet de comparer plusieurs
modeles entre eux. En effet, bien que difficile & interpréter, la forme de la densité a posteriori des
parametres donne des informations sur la qualité du modeéle : on peut imaginer, par exemple,
qu’une densité quasiment plate ou avec de nombreux modes implique que le modele n’est pas

assez fidele au phénomeéne modélisé.

Remarque sur I’hypothése de densité

On a fait 'hypotheése que (X,Y) admettait une densité, mais ceci n’est pas évident en
pratique : il n’est pas certain que si X admet une densité alors Y aussi, et encore moins (X,Y).
En outre, on a fait cette hypotheése de densité pour simplifier les notations, mais il est peut-étre

possible de généraliser ces résultats a des variables aléatoires quelconques.
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Améliorations possibles

Plusieurs améliorations sont envisageables pour ’étude du systeme algues-daphnies. Tout
d’abord il serait intéressant de comparer les résultats obtenus avec plusieurs formes de densité a
priori. Ensuite, il serait utile de réaliser des expériences permettant d’avoir des informations sur
I’erreur de mesure, c’est-a-dire ’erreur commise lors de la prise d’échantillon dans le bécher,
ainsi que 'erreur de ’appareil de comptage des algues.

De plus, on constate que 'on a ici utilisé le filtrage particulaire au minimum de ses capacités.
En effet, on a fourni a l’algorithme la forme analytique de la vraisemblance, mais il serait tout
a fait possible de se passer d’une telle expression analytique si 'on savait seulement simuler
Perreur de mesure (i.e. tirer des échantillons selon la loi d’erreur), par exemple en connaissant
les lois des différentes sources d’erreur successives, prises séparément (voir [16]).

Enfin, si des études plus poussées du modele mathématique défini dans ce rapport révelent
un manque de cohérence trop important, il pourrait étre intéressant de se tourner vers un
modele basé sur des équations aux dérivées partielles. En effet, il est clair que le phénomene de
sédimentation des algues ne peut se décrire finement qu’avec de telles équations : en considérant
un gradient de concentration en algues plutoét que deux compartiments, on pourrait probablement
obtenir des résultats plus proches de la réalité. En revanche, un tel modele nécessiterait des

données plus précises, c’est-a-dire sur plusieurs hauteurs de la colonne d’eau par exemple.

Le mot de la fin

On a pu constater au cours de ce stage que les outils mathématiques employés pour étudier
le systeme algues-daphnies sont en réalité extrémement généraux : ils interviennent dans de
nombreux domaines, de la biologie a la technologie wifi, en passant par les systemes de visée
embarqués dans les hélicoptéres. On a ainsi une illustration supplémentaire de la formidable

capacité de généralisation liée a ’abstraction mathématique.
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Annexe A

Compléments du chapitre 2

A.1 Valeurs des parametres associés a la figure 12

al ag as aq as [LLOO TIOO ‘/2 T1 T2 K? KQ D N? ‘/10
0,31031]005| 1101461026107 1 |06 | 0,7 | 3,1-10° | 3,0-10°| 10 | 4-107 | 2000

A.2 Régularité de la fonction F

Définissons en toute rigueur la fonction F' de 'équation différentielle (2.9). Soient I =] — 1, +o0],
Q =] — 3, +00[x] — ,400[ et E = R?. On identifie E avec M3 ;(R), et on suppose que (z1,...,z12)
appartient au produit d’intervalles ouverts Ay X - - x Aj5 avec A; C|0, 4+o0[ pour tout i # 3 et Az CJ0,1].
On définit F, pour t € I et (x,y) € Q, par

- 2 rlx(l— s ex[;;([)a5t)) —asx—D- g(ix ex‘%ast) , t) - h(z, asy)
t7 — 1 1 _
y ray(1- ) +aso — D ag- g(#,0) - (1 — iz asp)

La fonction h est C1 sur ©, la fonction g est C° sur R x I, et C! par morceaux sur tout compact de R x I.
Or, pour tout ¢ € I et pour tout (z,y) € 2, on a (%}asﬂﬂf) eR x I, (V%,t) eRx I et (z,a3y) € N
car ag €]0,1].

Ainsi, F est continue sur I x Q et C! par morceaux par rapport & sa deuxiéme variable sur tout
compact de I x . On en déduit que F' localement lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable sur
I xQ.

I est un intervalle ouvert de R, et  est un ouvert connexe de I’espace de Banach E = R2. On est
donc dans les conditions d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz (version locale) : il existe une

unique solution maximale X au probléme de Cauchy, définie sur J, intervalle ouvert inclus dans I.
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A.3 Preuve de la proposition 1

Proposition 1. On suppose que NY > 0. Alors :
(i) Vt e J, N1(t) > 0;
(if) Vt € JNR*, Na(t) > 0;
(iii) Ry C J.
Démonstration. (i). On va se ramener & un systéme autonome de dimension 3 en considérant le temps

comme une coordonnée. Soit F' : Q > R3 définie par :

x r1x<17%(§l5z)> fa5fo-g(%}a52),z) - h(z, asy)
V(x,y,2) €Q, F y = T2y<1 - %) +asz — Day - g(‘%, z) (1 = h(z,asy)) .
z 1

avec () ouvert connexe de R3. On a équivalence entre les problémes de Cauchy suivants :

X'(t) = F (X(t))
X'(t) = F (¢, X(1))
. NO
(E) N? = (E)q -
X(0) = X0)=1 o
0
0

D’apres la définition de F , toute solution de (E) avec N = 0 a sa premiere coordonnée constante
égale a 0. Ainsi, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, I’ensemble des solutions maximales de (E)
avec N = 0 forme une partition de QN ({0} x R x R).

Or le systeme (F) est autonome : par le principe de non-intersection des trajectoires, toute solution

de (E) avec N? > 0 reste dans QN (R% x R x R). Il s’ensuit que pour tout ¢ € J, Ni(t) > 0.

(ii). D’apres (i) et la définition de F, on remarque que pour tout ¢ € J, (Ny(t) = 0) = (N4(t) =
asN1(t) > 0). En particulier, No(0) = 0 et N}(0) > 0, donc I'ensemble

M={a>0]|Vte JN]0,a], N2(t) > 0}

est non vide. On note § = sup M < +oc.
Si B < +00, comme N est une fonction C! de ¢, on a No(8) = 0 et N4(3) < 0 : contradiction. D’out
B =+ocet Vit e JNRL, Na(t) > 0.

(iii). On montre par le lemme de Gronwall que N; et Ny sont majorées (preuve laissée au lecteur
courageux). Donc d’aprés (i) et (ii) la solution X est bornée, et par le théoréme de sortie de tout compact

elle est globale (car E est de dimension finie), d’ou J =T et Ry C J.
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A.4 Preuve de la proposition 2

Proposition 2. La fonction ¢ est continue sur Ry x Ay X -+ X Ajs.

Démonstration. Onnote x = X, g = Xo, D = A1 x---x Ay et A = (z1,...,xp) pour simplifier 'écriture
(on est ici dans le cas p = 12). On rappelle que I =] — 1, +oo[ et Q =] — 1, +oo[x] — 1, 400[ et E = R?.
On considére la fonction F' comme une fonction de trois arguments (¢, z, A) € I X 2 X D dans le probléme

de Cauchy :

z(0) = zo
Dans un premier temps, on se ramene au probleme de la dépendance en la donnée initiale. On note
Q=QOxDet E=F x RP =R2H? (on a donc Qc E) Comme les A; sont des intervalles ouverts (par
définition, cf. section 2.6.2), Q est bien un ouvert connexe de E. On identific E avec Moyp1(R), et on
définit la fonction F par :
w F(t,w,a)

Vte I, V(w,a) eQxD, Flt, =
a 0

Le probléme de Cauchy (P) est équivalent au nouveau probleme de Cauchy :

~

|y @) =Ft,yt
?) y'(t) = F(t,yt))

y(0) = yo

x(t)

avec y(t) = €, et yo=
p(t)
La fonction F' est bien définie de I x Q dans E‘, et la fonction p vérifie I’équation p’ = 0, dont la

) e (e (2(t), p(t)) € 2 x D et (20, A) € Q x D).

solution est : p(t) = cste = \. Ainsi, la dépendance de la solution de (P) par rapport & (xg, A) (donc en
particulier \) se raméne & la dépendance de la solution de (13) par rapport a yg € Q. Pour conclure on a

besoin du lemme suivant, démontré en fin de section.

Lemme. La fonction F est une application I X Q — E continue et localement lipschitzienne par rapport

a sa deuxieme variable.

Le probléme de Cauchy (]3) admet donc une unique solution maximale. Pour yg € ﬁ, on note Jy,

~

I'intervalle de définition de la solution maximale de (P) avec la condition initiale y(0) = yo. On pose :
Do = |J (Jyo x {w0})
yoeﬁ
et on définit le flot ® de I’équation différentielle ' (t) = ﬁ(t, y(t)) comme 'application ® : Dy — 0 qui &

~

(t,y0) associe la valeur au temps ¢ de la solution maximale de (P) de condition initiale y(0) = yo. Les

conditions suivantes sont vérifiées : I intervalle ouvert de R, 2 ouvert connexe de ’espace de Banach F
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et F application I x Q — E continue et localement lipschitzienne par rapport a sa deuxieéme variable, et

par conséquent le théoréme de continuité du flot' s’applique :
Théoréme. L’ensemble Dg est ouvert et ® : Dy — Q est une application localement lipschitzienne.

La fonction ® est donc continue sur Dg, et si on note ® = (P, Py) ot P est & valeurs dans Q et
®, a valeurs dans D, alors la fonction ®; continue sur Dg. Examinons cet ensemble : on remarque que
Dy C I x§ x D, et puisque Ry C Jy, pour tout yo € Q d’apres la propriété 1, on a Ry x Q x D C Dg.
Le résultat final vient du fait que la fonction ¢ : R, x D — R? peut se voir comme la restriction de ®;

au sous ensemble Ry x {zg} x D (ot g = Xop). En effet, on a :
Vi € Ri YA €D, ¢(t,\) = 1 (¢, 20, \)

et a fortiori la fonction ¢ est continue sur Ry x D (et est méme a valeurs dans ). O

Preuve du lemme. Montrons que la fonction F est une application I x Q — E continue et localement
lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable. Par définition de ﬁ, il suffit de montrer cela pour F,
vue comme application I X 0 — E.

On rappelle que la fonction hest C! sur Q et ne dépend d’aucun des parametres x;. Pour la fonction

g, il est nécessaire de préciser les choses. Définissons d’abord la fonction H par

0 siz <0
V(z,y,2) e Rx Ry xRy, H(z,y,z2)= Yyp si0<z<z
Y six >z

puis les fonctions gy et go sur I x 0 par

1(0.8) = 1 (2226, 07 (1 = exp (-t + 1)) (1= exp (114 1))

et
9t,w)=H (;JS, x7 (1 —exp (—z2(t+1))), 26 (1 —exp (—z1(t + 1))))

outeletw=(z,y,21,...,2p) € Q. D’apres les définitions (2.3) et (2.4), on a les égalités :

~ o~ T exp(wst PPN
g1(t,w)g(€(05),t> et gg(t,w)g(y,t>

1 s

pour tout ¢ € I et pour tout W = (z,y,z1,...,%p) € Q. La définition de F en tant qu’application

I x Q) — E est donc (toujours pour t € I et W = (2,y,21,...,Tp) € ﬁ) :

cha:(l—%l(fst)) — 252 — D -G1(t,®) - h(z, z3Y)

F(t,w) = ~
x10y< — L) + x5z — D 24 G2(t,0) - (1 — h(x,23y))

12

1. On trouve une preuve de ce théoréme dans un cours de J. Vovelle [17].
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La fonction F : I x Q — E est clairement continue. Pour montrer que F est localement lipschitzienne
(loc. lip.) par rapport & sa deuxiéme variable, il suffit de montrer que les fonctions g; et gs le sont. Il ne
semble pas simple de formuler un théoréme général pour de telles fonctions composées, aussi nous allons
montrer le résultat “a la main”. Considérons g;. On est en dimension finie et on a donc équivalence des
normes, mais pour fixer les idées on munit I x Q de la norme 1 sur RP+3, notée | - ||; (somme des valeurs
absolues). Il s’agit de montrer que pour tout (tg,z0) € I X Q, il existe Vo C I x € un voisinage de (to, 20)

et Lo € R, tels que :
V(t,z1) € Vo, Y(t,22) € Vo, [91(t, 21) — G1(t, 22)| < Lollz1 — 22][1-

On adopte dans la suite les notations suivantes (il n’y aura pas d’ambiguité avec d’éventuelles puissances) :

2 = (zt,yt, 2, ... ,:10117) et 2o = (22,9%, 22, ... ,,’E?)). On définit les ensembles :

A= {(x7y,x1,...7mp) cQ ; x<0},

~ t
B:= {(w,y,ml,...,xp) eEN;0< %(Oxs) < z6(1 —exp(—a1(t + 1)))}7
1
~ t
0o {an e €0 s RN S e ).
1

Ce sont des ouverts disjoints et on a QCAUBUC et QNANC = 0.
Soit maintenant (o, 20) € I x €. Il y a 3 cas possibles :
— Cas zg € A (resp. zp € B, zp € C) : il existe Vj voisinage de (¢, 20) inclus dans I x A (resp. I x B,
I x C), et le caractere loc. lip. découle du fait que gy est C! sur I x A (resp. I x B, I x C).
~ Cas 29 € (AN B) : il existe Vj voisinage de (o, zo) inclus dans I x (AU B) et inclus dans un
compact de I x €. Soient (t,21) € Vo et (t,23) € Vo. Si 21 € A et 25 € A le résultat est trivial
par définition de H. Si z1 € B et 2o € B, d’aprés le cas précédent il existe k1 € Ry tel que
191(t, 21) — g1 (t, 22)| < k1|21 — 22]|1. Sinon, par symétrie on peut supposer que z; € A et zo € B\ A.
On a alors :
a? exp(23t) z7(1 — exp(—=3(t +1)))
VP w3(l—exp(—a3(t+ 1)

< kox?® ot ky € Ry (car Vj est inclus dans un compact de I x ﬁ)

191t 21) — G1(t, 22)| =

< k2|x2 - x1| puisque 2! = 0 et 2% > 0.

< kallz1 — 22|11

d’ou |§1(t,21) — gl(t, 22)| < max(kl,k2)||zl — 2’2”1 V(t,Zl) eV, V(t,ZQ) e .
— Cas 29 € (BN C) : il existe Vj voisinage de (tg, zo) inclus dans I x (B U C) et inclus dans un
compact de I x €. Soient (t,z1) € Vp et (t,22) € V. De la méme maniére que précédemment, on

peut se restreindre au cas z; € C et z5 € B \A.Ona:

(2)
_ a2exp(adt) a3(1 — exp(—a3(t + 1))
V0 (- exp(—a(t+ 1))

(1)
[91(t, 21) = Ga(t, 22)| = |27(1 — exp(—w3(t + 1))
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— Si(1) >(2): 2z € C donc

N N xlexp(zit) (1 — exp(—zd(t + 1 x? exp(zt) 22(1 — exp(—z2
|gl(t721) —91@,22)‘ S p( 5 ) 7( p( ?( ))) _ p( 5 ) 7( p( g(
1 1

VP i (1 —exp(—zi(t +1))) VP 22(1 — exp(—z¥(

< ks3|lz1 — 22||1 (fonction C' sur Vj inclus dans un compact)
~ Si(1) < (2): 2 € B donc

[91(t, 21) = Gu(t, 22)| < [27(1 — exp(—a(t + 1)) — 27(1 — exp(—a3(t + 1)))]

< kyllz1 — 22||1 (fonction C' sur Vj inclus dans un compact)

d’ou [g1(t, 21) — G1(t, 22)| < max(ks, ka)|[z1 — 22[1 V(L 21) € Vo, V(¢ 22) € Vo
Ainsi g1 est bien loc. lip. par rapport & sa deuxiéme variable. On montre de la méme maniére que go l'est

aussi, et on a donc le résultat sur F.

A.5 Distribution a priori pour les méthodes de Monte Carlo

Indice Parametre Borne inférieure Borne supérieure

1 ay 0,01 0.5
2 as 0,01 0.5

3 as 0,01 0.5

4 ILL 0,1 x 10° 10 x 10°
5 Tl 0,1 x 107 10 x 107
6 1 0 2

7 T 0 2

8 K? 0,1 x 10° 10 x 10°
9 K, 0,1 x 10° 10 x 10°
10 o? 0,1 x 107 10 x 107

TABLEAU 7 — Bornes de la distribution a priori pour les méthodes de Monte Carlo
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Annexe B

Conditionnement dans le cas des

variables a densité

Soit Y une variable aléatoire réelle. On note p la dimension de X, i.e. le nombre de parameétres (dans
notre cas p = 12). On suppose que le vecteur aléatoire (X,Y) = (X1,...,X,,Y) admet une densité
notée f(x y). Les variables X1, ..., X, et Y admettent donc également des densités, appelées densités
marginales et notées respectivement fx,, ..., fx, et fy. Il en est de méme pour chaque n-uplet de ces
variables pour n < p (on note les densités associées f(x, x,), f(x,,x2,x3)s - +)-

On souhaite utiliser la notion de loi conditionnelle dans le cas de variables a densité. Ce concept
semble paradoxal : en effet, soit B € B(R) et soit ¢ € {1,...,p}, Vécriture P(Y € B|X; = x;) n'a a priori
pas de sens, puisque P(X; = x;) = 0 pour tout z; € A;. Cependant, il est possible de lui en donner un,
par analogie avec le cas discret, en définissant la notion de densité conditionnelle (qui peut en fait se

justifier rigoureusement dans le cadre plus général de 'espérance conditionnelle).

Proposition 3. Soiti € {1,...,p}. Pour tout x; € A; tel que fx,(x;) > 0, la formule suivante définit

une densité sur R? :
. f(X,L,Y)(Iiay)
.fY\Xi:xi (y) - le (xz) .

Cette fonction s’appelle densité conditionnelle de Y sachant X; = z;.

La preuve est immédiate puisque fy|x,—,, est une fonction positive d’intégrale 1. On peut alors définir
P(Y € BIX; =x;) = / Jv|X.=z,; (¥)dy, ce qui nous permet, en supposant Y intégrable, de généraliser la
B

notion d’espérance conditionnelle.

Définition 5. On suppose que Y est intégrable.

1) L’espérance conditionnelle de Y sachant X; = z; est définie par :

E(Y|X; = 2;) = /11@2 Y fyix,=2 (y)dy.
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2) L’espérance conditionnelle de Y sachant X; est la variable aléatoire définie par :

E(Y|X;) = ¢:(X,), avec YV, € A;, ¢i(z;) = EY|X; = ;).

On peut définir de la méme maniére (en supposant cette fois que Var(Y) < +o0) :
— la variance conditionnelle de Y sachant X; = z;, notée Var(Y|X; = z;);

— la variance conditionnelle de Y sachant X;, notée Var(Y|X;).
Pour i € {1,...,p} fixé, on obtient les trois résultats suivants, importants pour la suite.

Théoréme 3 (Bayes). Pour tout x; € A; et pour tout y € R%, on a :

fY\Xi:wi (y) = fiyézz) fX,i|Y:y(£E1:)-

Démonstration. Immédiat d’apres la proposition 3, en écrivant que fx, vy(2i,y) = fiv,x,) (W, zs). O
Théoréme 4 (Loi de la probabilité totale). On a I’égalité suivante :
E(Y) = E(E(Y|X,).
Démonstration. D’apres la définition 5 et le théoréme de transport, on a
E(E(Y|X,)) = E(6:(X.)) = /A 9r(n) fx, (i)
et par conséquent d’apres le théoreme de Bayes et le théoreme de Fubini :

EE(Y|X,)) = / E(Y|X; = 22) fx, (2:) da;

i

= /Ai </RnyY|Xi=xi (y)dy> Fx. (i) dz;
- /Ai ( we ! fiygf) Fxipy=y(@i) fx, (i) dy) dx;

B /R ( /A Yy Iy (W) fxiy=y(2:) dxi) dy
_ /R2 y fy () </A iny_y(xi)dxi) ay

Z/Rnyy(y)dy

—E(Y)

car / Ixi|y=y(xi) dz; = 1 puisque fx,y—, est une fonction de densité sur A;. O
A;

Remarque 9. Ce résultat est en fait une propriété immédiate de l’espérance conditionnelle en général.

Remarque 10. On peut clairement généraliser tous ces résultats en remplacant X; par n’importe quel
n-uplet (X;,,...,X;,) aveen <p (ex : E(Y|X1, Xo), Var(Y|X3, X7, X3), ...), et méme pour Y variable

aléatoire a densité quelconque.
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